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Die ■Mhfelfnde Uaienetsuif tot vonuftwdM dwrcii 
die AnfiMPtannig dce Henn Pnfeaier Brmn*rt hm ArM» 
der Mgtkmmmtäk mmd i^yd» Th, XXXiX 9 LUr.Jkr, 
CLF. veranliflst wentoa, in welciieM dieser eufeielchMte 
Gelelirte folgeadenMeMB erteiU: 

jBellteB wir am niMer VfOeil inderlineaecil IbAU- 

^gcneineB enatprechen, lo w&rden wir daitelbe in den Wor- 
nten lenfluneD fassen: dat» inr daa »arU9g0tute §ehöne Werk 
^yfür ein vortreffliches^ »ehr voUetändige»^ in seiner Art jetzt 
y^einxig dastehendes Lehrbuch der rein geometrischen Theorie 
^yder ebenen Curven halten^ durch welches ein Jeder in den 
vßiand gesetzt wird., eieh mit Leichtigkeit und grosser Be^ 
y^kMigung 9im v^lUUhidige Xatm^dte dt» ketreffendtm 
^9€g9mUmim m «erfeftogfm. Der Herr Vevbeier Terdieiit 
Jttr die PelilieetieB diceee Weifcei JcdenfUto dee fiMea 
,,iDeBk und wir würden eine »9f»Hig9 Vebersetxung dese^ 
Jb9u Am ümttek» für dn überaue vträtamtilkkes Unter- 
^^nehmen md «Aie tvoAre Bertkktrumg wmtrw LUtrutmr 

Eise BAcktpieclie dmvf Irin nit den Verieger des Ar- 

chiTt hatte daa hier verlierende Unternehmen sur Fol^e. 
Herr Professor Cremona erlaubte mit der fröasten Bereit- 
willigkeit die Uebersetxung des Werkes und hat einige Partien 
detfelben für die deutsche Auagabe einer nicht unweaestU- 
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chen Aenderiing iinUrzugen. Diese Aenderiingen betreifen 
die Curvenreilien >om Index n. Der Erfinder der Haiipsätxe 
über diese Gebilde, Herr A\ de Jonquierea^ Comrnanduit 
der Fregatte Le Bertelet vor Ven Crus, hatte nimlich in 
dem QUnuila M MatematMte ad twe d9f^ timdenti d^U 
UnhertUä liaUane durch einen Brief an den Herrn Veriiuaer 
diete Sitae einer niclit unwichtigen Einschriokung uoter- 
worfen^ und es konnten eben deshalb diese Teile des Wer- 
kes in ihrer urspriin/^licheii GeNiall nicht bestehen bleiben. 
Eine Vergleichung mit dem Originale wird aiu ersten die 
Wichlifrkeit derselben lier^ urtreten laszen. Die arn Schlanze 
beigegebeoeu Zusätze und weiteren Ausführungen sind ebenso 
die Fmdit einer genauen Heviaion den Werftet dardi den 
Terftiser «nd einen ttefrenadelen eagUiclien MatheaietUier 
Dr. Hit 9 t, Dnrcli die lange Venögcrnng dea Dmelcca iat 
et enek miglich geworden, im Haupttexte die nenetten Pa- 
lllicationen det Herrn Pruietsor Cka§t09 an Pari« und an- 
dere neuere Arbeiten benutzen zu können, und dadurdi teil- 
weite Verbesserungen ansubringen. 

Im Uebrtgen ist das vorliegende Weii eine treue Ueber- 
letsung des Originals noit einigen wenigen^ der Consequens 
wegen eingeHihrten und vom Autor gebilligten Aenderungen 
der Bezeichnung. Wo i. B. in dieser Uebersctzung die Schwa- 
bacher Schrift zur Anwendung gekommen, hat das Original 
grosse lateinische Buchstaben gewählt. Da aber in den übri- 
gen PartieB diete Bnelittebengattnng nnr Linien , nie Pnnete 
beadeh&ete, te liieit icli mieli au dieeer Verteotehnng f&r 
eftente lierechtigl, alt verplUelitet. Ana dem gleielieB Grunde 
habe ich für die GeeUBdenten nberalt, wo sie im Originale 
nicht Bur Anwendung {gekommen, griediiaclie kleine Bueli- 
ttaben einzuführen mir erlaubt. 

Die Orthographie mag Manchem anatötsig sein. Icli 
hatte die Absicht, dieselbe in die ^[[ewöhnliche umsuindern, 
als mir von den beiden ersten Bo^en die Aushängebogen 
zukamen, und ich also ohne ^rosze Opfer des Verlef^ers eine 
Aenderung in dieser Beziehung nicht mehr ausli'ihren konnte. 



Schliesslich sage ieh noch dem Ilemi Professor Grunert^ 
der mir mit liebenswnrdif^er Bereitwilligkeit die Benutsanf 
•eine« Dedicationsexemplars des Originais für die Leber- 
setsung gestattete, sowie den Herrn Stud. msth. Thiel su 
Greifswald, der von dem vierten Bogen an die ersten Cor- 
TCdiiMB besorgt hat, nni der Veriapfceadliwig Ar die Be- 
reilirilligkell, mit der sie aeiae Wtoache in Betreff der 
Anaatallaiif g cnehBifte, hiermit Meiaea ««frlditigeii Dtak. 

Thorn im September Iddi» 

Bcr Debciscticr. 



Vtmile lies Verfaaien. 



.Fmm doM qai voadf», du» l'Aat 
«eMd de Im sckaoe, geoeimluer et erder 

cn g<^om^trie: le f^nie n'est plus indiepen- 
•eUe poor ajomer anc picrre ä rtSdifice." 
(CAaele», Aperpt hutorique, p. S69.] 



Der Wunsch, durch rein geometrische Methoden die 
Beweise der ao wichtigen Sitse su finden, welche der be- 
rfihmte Steiner in Miner kurxen Abbandlung ^AUgemeiM 
Elgemehaftem der algebraitekem Qtrpem^ {CrelU, T.47) 
aiMg«ipi«dieii hat, Ucm Bich UatcfmdMuifeB «Mtellen, ron 
toea idi Uer dM, warn anch ufAllaliadig« Probe gebe. 
Ans einigen wenigen Eigenschaften eines Systems von Punctee 
ia gerader Linie habe ich die Theorie der Polaren in Be- 
sag auf eine Ciir>e von beliebiger Ordnung abgeleitet, eine 
Theorie, die sich mir so fast von selbst darbot und sich so 
reich an Folgerungen aeigte, daas ich mich überseugt hal- 
te» aaunte. In ihr die ie Welurhelt aetttUehele Bfetliede ftr 
die Oateimeh— g der etieeea Correa eilieilea la Inbea. 
Der eiaridUavelle Leser wird lieBflkeUea kisBea, ia wie weil 
idi micii eaf dee Wahre feeMUt habe. 

Der Teil miaer Datevtaehungen , dea ieh Uenait ver- 
SifcatUche, id ia drei Ahaehaitte geteilt J>ev ante dereel- 
hea liefert aa deh aicht viel Neaea, aber ich glaabte« daai 

es, ausser der Darlegung der Fundamentallehren, die im 
Wcaeallichen die Methode, dereo ich mich in Felgeadea 



bedi^e, autauicheo, daii es da, Mfe ich, nieht oIim NvUen 
•ein würde, die weaentlichtten EifeDtcbaflen in Besug auf 
die Durchacbniitapunete and die Beschreibunf der Curren 
Sttsammen lu ttellen, damit der junge Leaer Alles, waa aum 
Venttindnus meiner Arbeit nötif iat, hier teibst vorfinde. 

Der Theorie der Polaren iat der iweite Abschnitt ge- 
widmet. In ihm entwicide und beweise ich mit einfachen, 
nnä fleichmäaxigen geometrischen Methoden nicht allein die 
8itM iil«l»«rt, die er ohne Beweia ausgesprochen hat, aon- 
teni ucb dM Menlnde ZiU uderer, tdb acoer, teüi 
Mhen v»n d« beribnteB QeeaMteni Plüek^r^ Cmglmg^ 
Hette^ Cltbtek^ Saltnon und Anderes mit Hilfe der el- 
geMaclMB AneljM bewieteaer Sitae. 

In tei leMca AMnltt endlich wende ich die «U^e- 
■eine Theeiie anf die Gnrren dritter Ordnnng an. 

Ansser den Werlien der oben genannten Geometer habe 
idi neeh^ wn lf«el«iirl«« C«r«el, Pe«e«l«<^ CA«a-> 
lea, J9e«#IW«r, JfdHtfa, Jejpf «Idrea, ^«•Ae/^n.A. 
henntat, de re n StadinM leh daa, waa etwa an meiner Arbeit 
Qetea aaia aeilte, raachreiben muas. Sehr wlkrde ea mich 
freuen, wenn dieselbe in Etwas dasu beitragen könnte in 
Italien die Liebe zu den Betrachtongen der rationeilen Geo- 
metrie immer mehr au verbreiten. 
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1. DoppelverhäUnisz von vier Paocten. Es seieo 
In gerader Linie vier Pnncte ti, 6, e, d gegeben. Die beiden 
Pallete a nnd k beetiinnien in Benif nnf den Pmel e sirei AI»- 

eebnitte; des Verblltaies dereelben Ist nnegedildct dnrcb 

In Heng nnf den Pnnet if en i eteb ett ebenen swel Abecbnltto^ 

ad 

deren Verhäitnifiz in Shnlicher Welse darch ^ aui^gedriickl 
wird. Den Quotient dieser beiden Verhältnisse: 

ac ad 

ä'S 

nennt man dae mmkmrmomMW) oder Doppßiverkättmln der 

vier Pancte a, b, c, d and bezeichnet dasselbe dorcb dss Sym- 
bol {abcd)**). Durch Vertauscbung der Relheofrtl^e, in welcher 
die gegebenen Puncte betrachtet werden, entstehen vieruild* 
swanzig Doppelverhfiitoisze, ebensoviel als die Pennutationa- 
aU ven vier Elementen beblgt Ee let aber: 



*) CAnstc«« Aptrfu hiMtoriqu» im ttr^lm «f U i^oppmvU du mm» 
ilsdiw «a gtmitnB (pptenü ^ FAeidflarfs de Brttdkt an Jnvier 
Broxelles 1637, p. 84. — DentMsli tob S^hnkt^ Halle, Ocbaasncha BadH 

handhing. 1839. 

**) Mühiu», der baryceniri$ch€ Co/cm/, Leipzig, Barth. 1827. S. 844 
ft — > WitMteM, qnwJB ii M dar wsa was gMWrtrfit Leipii« , TnAnsr. 
lese. 8.« ft 
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4 Entti Q^ktt. [f 1. 

ac aä öd öc ca cb dö da 
«6 * tf« * c« «l*W"*tf'ÄC* 

du iMtost: 

(«»Ml) == (»o/fc) = (eifa») = {deab) , 

so das/, von diesen vierandzivanzig Doppelverhältniszen j« vier 
einander gleich» und daher nar «ecfas unter ihnen wesentlich 
von einandef v«isebieden sind. Dien nind die fo^tenden: 

I (aöed), (acdö), {adbc), 
\ (aödc), (aeöd), (adcb). 

Nun ist: 



(ac . ad\/ad . ac\ - 



oder in anderer Bezeichnung : 
«nd den «nalog: 

(aeab)(acbd) = 1 , 
(adbeXadcb) = l , 

das heisst, die üoppelverbiltnisze (I) sind je zwei und zwei, 
wla stowitereisandar ntehnn. reciprok, in der Art, daaz, sobald 
wir die drai Verhiltnime 

(abed), (acdö), (adbc) 

als die Grundverhäitnts%e betrachten, die drei ihrigen ihre re« 

ciproken Werte darstelleo. 

Ffir jede vier Pnncte a,b,e,4 in gerader Linie ist bekannt* 

lieb die Gleichung 

erüBIlt, am dflr durch DiTtolra nit H.tiä 



M 4^ . oft ife _ - 

das heiat: 

(«ftml)-|-(ceri»)sl 



cnteteht Gau ebrnvo fiodet omii: 

(M»)-|-(«ie»)a], 

M dMB hmmui jß swd d«r DoppelverblltnisM In (1) die 
keit sur SamiM liabM. Mm hat di«M 



Da« Vorhergehenda aetst aoa ia den Stand, wenn aina der 
••chs DoppelverbSltniaze in (1) gegeben ist, die übrigen flinf 
an beatiminen. SeUen wir a. B. {äbed) = iL, ao iat dar radpralie 

Wert («M!e)s2> die Canplaniante dieeer l»eiden lieTem 

{aeäö)= i — l» (od^c) = ond die reciproicen Werte dieaer 
tatstaren' gaben endliali (««dft)= and (aM)=j^* 



S. Doppelverbiltniaa van vier Garaden. Verbindet 

man in Fig. 1. die gegebenen Puncte a, b, c, d mit einem belie* 
bi^en fünften Puncte o, der auszerhalb der Geraden ab gelegen 
i«t, 6o nennt man die vier Geraden, die durch o und bexügiicli 
daidi ö, c, d gelten, ein SmUmMteM, «od beaaiebnat dae- 
aeiba dnrcb o(a, b, e, 4). Nan hat man in den Dreiaeken 
nad eoö: 

ae ,ao aio aoe 



cb' bo sin cob * 
und ibnlicb mittelat dar üreieelie oetf nad äobi 

ad ^ao _ »iniiOrf 
Ä6'6Ö ~ainM' 

folgUcb: 

ac ad sin aoc , sin aod 

cb db sin cob a'm dob ' 

Bezeichnen wir die vier Stralen des Bäncbels o(a, b, c, d) 
beaOglich durch A, B, CD; durch AC, CB,AD,DB die von ihnen 
aingeadblaaienen UVinlcd, ao gabt obige Gleiehnng über in: 

ac ad ^ sin AC sin AD 
cb dö~ »io CB' um DB* 
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6 Erttt Capiltl. [§. 1. 

was wir Ar du Folgend« kws maf syMboliMbe W«Im datdb 
beMiekBea wollm. 



Oi« rtebte Seite dItMr ttlaichuog mbdI »m das Oß ^a 
•irMMInAr witr^tnäm J,»,CD and kat alaa dM Sutet 

Lahraats I. Da* Df^petferkättidn von vier Stralem 
A^M,^», iMMte M im «Im» Pmute 0 adhuüH^ 1§t 
$ttkk äm J»Wilmr*tfriirfii 4tr wkir HmeU m,b,€,ä, «1 
denen Meee fM «Imt ti H üd ^ yi i i ftanaHrmU §§teiult 
fem werden. 

Hieraus folgt ooch, dasz flSr eine sn eit« Tranevermle, «reiche 
die Tier Straten Ä, B, C, D bezflgnch in < b% C, d' schneidet, 
das DnppelTerhältniflz dieser vier Puncte gleich dem der vier 
Durcbtfchnittspuncte der eraten Transveraale a,ö,e,d tBt, und 
■mgekehrt; sieht man durch die Poncte a,b,c,d vier andere 
Straleo, A\ C, Jf, die sich in 0' schneiden, so ist das Dep- 
pelverhaltDigz der vier Sttalee A\Bf,C»B^ gleich dem der vier 
Stralea 4,B,CD, 



3. Constructioo des vierten Pnnctes und vierten 
Strales. 

Lehrsats IL Uegen die vier Punete a,ö,e,d in einer 
Oermiem, und die drei Ptmeie ef,^,e' in einer wee eUe m , eo 
gibt es nur einem tim e j ft m Pnmet df im dieeer awe Uem 
Oereden, fUr dem 

(eft^d'd'i^imMf) 

wird. 

Dies ist aogenhIicUieh Idsr, sehald man beaehtet, daas der 
Abschnitt ef¥ dnreh den Pttaet # ae geteilt werden nees, daas 

si'4f /ad ac\ 4^ 
WP''\td''ekJ'e'k' 

tot. 

Lebrastz III. Fallen daher die Puncte a und e! a«- 
sammem {Pig II), so schneiden eiek die Siraidm h^',ee',dd' 
in demeeiben Puncte e. 
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Umgekehrt gilt der 

Lehrsatz IV. SM ßr u»ei StralenMUckel A,B,C,D, 
und Ä', B', C IT, deren MMelpuneie bnägück otmäo' Mim, 
die beiden Jki(gpeiverkäünie»e 

ein (i«C!D)= •XaUtVCSr), 

dan also Ä und A' »owol durdk • o/r durch & ffehen, die 
drei fimete M*äf,CCD iy im §iMr gereiäen IM. 

Liegen a, b, e, d in einer Geraden; af, b', c', d' io einer zwei- 
ten (Fig.III.), und sind die Doppelverhältniisze (abcd) und {a'b'c'd") 
einander gleich, so haben nach Nr. 2 aoch die beiden Stralen- 
bäscbcl aia'tb'tC'td') nnd a'(a,6,c,<f) gleiche Doppel verhültnisze. 
In dienen lieiden SlraUenlifledieln bUen die entepreekendea 
Stralen m' und efu neenmen, end foiglieh liegen die Pande 
(ob'^afb), (ae''itc) und (ad' a'd) in einer geraden Linie. Diese 
Ei<;en8chaft gibt ein einfaches Mittel an die Hand, den Panct d* 
SU construieren, wenn a,b,c,d und a',b',c\d' gegebe« sind. 

in ihnlicher Weise tust man das entsprechende Problem 
für zirei Straleubuschel von je vier Stralen. 

4. Harmouiecbe Pnnete and Stralen. Ist das Dop- 
fieiverlUdtniei 

<«fted)B-l, 

so nennt man die vier Puncto a,btCf d harmonitcke Punete. 
NatOrlieh iet dann wnA 

{bade) = (cda6) = {dcba) = (abdc) 
= {baed) = {edba) = {deab) = - I. 

Die Puncte a, b und c, d heiaeen eo^fugierie oder wägetrd' 
nete harwumiecke Puncte*). 

14egt der Panct d im Unendlichen, so ist der Grenswert 
des Verhiltniams —1; dann felgt eher «ee der Gleiehnng 



*) Der Pnnct h ist «IciD Fnaete s harmomtA eoifftifitrt in Besag auf e 

an«! d und umt;eLebn. 
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Er$tu Capitel. 



OC 

(abcd) = — 1 augenblicklieb ^ = I, das beiut, c ist der Hai- 
bierangspunct des Abscbnittes ab. 

^h^ GUidmiig 



eb^ db ^ 

zeigt, da«z, nrenn einer der beiden Pancte c, d, z. ß. c, ziriscben 
a und ö liegt, der ztveite Punct d auszerbalb des endlicbeii 
Abschnittes ab fällt, dasz ferner, wenn a und b zusammenfallen, 
Mch e mit dwMllMMi BOMmnMonUU, und dus, ireDO « nnd e 
iiiMiiini«Dfall6n, mcfc 4 und m MMuniiieArallen. 

Die liaraiosiMk» delthang iodividoaiisisrt Also den viertem 
Puet, eobald die dr« fllirifeB gegeben eied, feliee dieee aber 
I, eo iet die Lage dee ▼ierCea Punetea eobeetimmt 



Den entsprechwd beiesen vier Stralen AfB,C,D, die eich 
in einem Pwiete acbaeidem karnMäacke Strälem, wean 

lat, das beiszt, wenn sie von einer beliebigen Transversale in 
vier barmoiiiscbea Poneteo geschnitten irenlen. 



3. Harmoniaebe Eigenschaften des vollatlndigen 

VIerseitii. Es sei (Fig. IV.) ein vollständige* Vierteil gege- 
ben, das heiszt, ein System von vier Geraden, die sich zu zwei 
und zwei in sechs Punetea a, b, c\ a', b\ c', schneiden. Die drei 
Diagonalen aa', bb' cC bilden ein Dreieck ab(. bezeichnen n ir 
dorch 9 den zugeordneten barmeniachen Pnnet ven ( in Besag 
nnf e und c' ; den zu c sngeerdneten barmonischen Punct in 
Bezug auf b und b' durch y, so musz so^vol der zu aa' in Be- 
zug auf aeb' und ac'b zugeordnete harmonische Stral, als auch 
der zu o'a in Bezug auf a'bc und a'b'e* zugeordnete harmonische 
SIral darcb w nad y geben. Dleee beiden Pnnele fallen daber 
mit a» dem gemeinschaftlichen Durchschnittapuncte der Diago- 
nalen, zusammen, und damit ist bewiesen, dasz jede Diago- 
nale durcb die beiden andern harmonisch geteilt wird. 



Mr. 4— 6.j tX» Grwulprindpie». 9 

Hieraua ergibt aidi tÜM einfache Regel xnr Construction 
eines der vier barmoniaebeo Poncte i^»c,ö,V, wtmn die drei 
fibrigeo gegeben sind. 

Eine fihnlicbe Beziehung findet fQr das vollständige Vier- 
eck (System von vier Puncten, die zu je zwei in sechs Geraden 
liegen) statt, und liefert das Mittel zur Construction eines bar* 
moidechen Straienbaaebets. 

6. Bedingung, dass vier Pnncte harmonische alnd. 
Vier Puncte m,, m^, mj, einer Geraden können, indem man 
sie alle auf einen fünften Punct o derselben Geraden bezieht, 
durch eine Gleichung des vierten Grades von der Form 

(2) «,mii^-^AßM*'i't^M*-^iöM-tt^O 

r«|irisentiert iverden. Die vier Warselo derseliieii kann man 
nimiiefe als die vier AbscbniICe 

0M| t MRs« AMIgf MRif 

Ist nnn das Üoppeivefhilitnisz (mimamsm«) der n^tiven 
Einheit gleieh, ao ist: 

das heiszt, «renn \^\r für die Abschnitte 

mittt^f m^nig, sn^m^, Mt^i 

die Diffeieuzeii 

A^I^~MR|0 AM^^Ofll^f MR^'~MRgf tfJR| "MHi^ 

tinfflbren and auf die bekannten Relationen afriachen den Ceef- 
lieientMi nnd den Wtiraein einer Gieiebong Beang nehmen: 

n(0P^ • M% 4" ■ Mfl4) ~ 9)r SS 0* 
Dem entsprechend folgen ana den Gleidinngen 

(fn|m}m40is) = — 1 • (mgtn^fnf^) = — 1 

die Relationen: 

tt(Ofn^ . om^ -f ©»»4 . om^) — 2y = 0, 
«(0m1.0m4-l-0ms.Mis)— 2/ =0. 
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Entn CapM. 



[VI-». 



D«vch MdlipliMfion diasw drai GMchoiigtB «rUtea wir 
di« nolweodig«, aber auch hin r aicha»d> B>i l ii g «»g»giiigh— g ito» 
ffir, d«M eins der drei Systene 

(■k«M"lt)> («i«MMb) 

«in hamonlaehe« Syaten tob Pnocteo darstellt Uie Badglel- 
ebiniK ht Air die Abeeknitte Mi|, Mit* MH« AR« symBMtiiMik, 
man kann sie also nur niitttltl der CeefBdeNtoB der GlelelMDg 
(2) darsteUen. Wir erhalten so: 

eyf 9^yd-^ cd*— ff ./P — s P 

de BediBgeog,deei dlednrcli Gleichong (2) gegebenen Peecle In 
MeMger Ordnung geneM«en ein hnmieoieelMa Syniem bilden*). 



§. 2. 

PndectivlMslie Fwactr^ilicn «ad 8tr*leBkftechel. 

7. ErklSrnng pr ojecti vischer Gebilde. Wir bexeich- 
nen durch den Namen einer Punctreihe eine Folge von Paoc- 
teo* die in derselben Geraden gelegen aiod, und durch Stra' 
itnMtekti eine Folge ven Geraden, die, in dtnelbem Ebene 
gelegen, dnreb deiuenen Pnnck geben. Dieeeo PuocC eelbat 
nennen H-Ir Mttelpunct oder Ceninm des Stralenbflscbels**). 
Punctreihe und Stralenbii«chel faszen wir unter dem Namen 
GeometrUckee QebUde zuaammen, and verstehen unter Element 
eines geometrischen Gebilde» die einielnen Pnnele, eder die 
eünelnen Strnlen, noe denen eine Pnnctreibe eder lÄn Stmlen- 
bOecbei menoMMBgeeelst ist 

2M feMMMeA« MM AetfMM proJeeti9i»ek, mmi 
wmtBtkM ikrm M lmumM eine eoleke ReleUon besteht, daam 
Jedem ElemenU dte einen Gebildes ein einziges bestimmtes 
Element des andern Gebildes entspricht, und einem jeden Ele- 
ment dieses meeiten Gebildes ebenso nur ein besUmmtee Ele- 
aumt de» ersten Milde»***). 

*) Salmon, Ltttom» imtroduOory to llu «odeni kigker algütrOf Dablin 
185». p. 100. 

BtUavitU, Gtmtlrm A müdm , Fadovs IUI, f. 75. 
•w) CAsjlt«, iVtiwy« dl w n e y o s dn r i «tn dmm mtmUm ttc 



Mr. 6^} 



11 



So UldM s. B.» «rmn StralenblMlid darck oim beiie* 

Ug« Transversale geschoitten wird, die DurchschllittS|NMMte «Im 
pN»j«ctifiMlio PnnctreUM des Stral«iiba«cb«ls. 

Axm «bigOT DtinilioB Ibigt •fSmhari 



8. Gleich h eit der DoppelverhSl tnisze. Betrachten 
wir zuerst iwei gerade PunetreiheH, Es seien j und / s«rei 
feito Poncfe In jed«? d« baidm Omdae Je •Isar» ao tat jadar 
Paaet m dar atataa Geraden durch den Abschnitt Jm, jader 
Pnnct m' der zweiten Geraden durch den Abschnitt fm' voll- 
atlndig bestimmt. Sind nan die beiden Panctreiben projectiviseh 
mid m und m' einander entsprechende Puncte, so wird swischeu 
da« Abaabnittan Jm und /«f elae Rafotiea baalebea, die io Ga- 
adtoabait aaaater Defialliaii prefectlviaeber Gebilde die Fem 

(1) » .Jm J'm' + IJm + ^i/m' + v = 0 

haben masz, wobei x, 1, ^, v const.inte CoefBcienten bedeuten. 
Dies« Gleichung iSszt sich vereinfacheo, wenn man die Anfangs- 
peaete / and / angeaieaaeo beattomt lal / der Panel der eratea 
Punctreihe, deszen entsprechender Pnnct der streiten Pnnet- 
reihe im Unendlichen liegt, so musz dem Abschnitte ^ = 0 
der .\b8chnitt fm' = o» entsprechen, «a musz also fi = 0 Rein. 
Ist ebenso / der Punct der «weiten Panctreihe, dem der un- 
endlicb entfernte Panel der eratea Pttnelreibe entspricht, so 
mas «Mb 1 gleieb Natt aehi, «nd dieGlelcbnagO) gebtlber in: 

(2) Jmfm'=.*\ 

wo » eine Coostante beseicbnet 

Es seien 0,6, c»d vier Puncte der ersten Pnnctreihe; af, b\ 
c*, 4f die vier entsprechenden Puacte der sweilea* dann folgt 
aas Gleichnog (2): 



(Comptas leodui de l'Acadärie de Franoe, 14. d<c«bre 1855). — Bat- 
tag Uni ^ Sulla dtpauUma aeambievoU (Utk fifjurr (Hemorie dells B» AsSB« 
deaia dsUs scienoe, voL S. HapaU 18ft7» p.ZZI «. p. 188). 
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Entet Oipittl. 



Je' 



und dabar: 



x.Je 



Fflr fk', findet man entopreebendn Wnrte und 

liinrann: 

das hninst: 

Es sei zweitens ein Slraienbüsckel und eine ibni projeeti- 
vische Punctreihe gegeben. Wir ziehen eine beliebige Trans* 
versale welche nach Nr. 7. das StralenbCiscbet in einer projec* 
tivischeo Punctreihe schneidet, die nach derselben Nummer der 
•ratnn Punctraibn ebflnfolis i>rojectivineb iat Sind a, ö, c, 4 
vinr Poncte der gegebenen Punctreike; A, B,C, P din Uinen 
entsprechenden Straten des Büschels; a", b', e', d' die Puncte, 
in welchen die Transversale diese vier Stmlen schneidet, so ist 
nach dem Vorhergehenden: 

Abnr nach Nr. 3. iat aueb: 

(«'^c'tf^safaiCifCS^)^ 

roislieb: 

(«ted) SS ain(dACSD). 

Seien enddeh xwei projeetivlache Sfrmi eiMt ckei gegeben. 
Wir schneiden sie dureb sirei Transversalen (oder ancb nvr 
durch eine einsige). I^s entstehen dadurch zwei Punctreihen, 
die bezuglich zu den StralenbGscheln projectivisch sind und al^o 
auch projectivisch unter sich. Bezeichnen A, B, C, D vier Stra- 
ien den eisten BOsebela, A', Bf, C, V die vier entapreehenden 
Straten dea sweiten; b, e, 4 nnd 4f besflgiieb die 

Dnrebadinitlapnncte dieser Straten mit den beiden Tranarer* 
aalen, ae la^ weil beide Pnnctrdlien projectiviacb aind. 



Nr. 8— a.J 



iJie GrMndprütdfHien. 



IS 



Nach Nr.S tot »bar: 

CS tiaCi''^^ 

•ba: 

Alles zasammengenummen ergibt den Satz: 
Lehrsatz 11. Das D^fpeiverkäUnin an» vier äeüeöi' 

Ilm Bo/fpelverkäUmU» mu Sern Her entepredkenden Sie' 
mmiiem «tfMt A» ^rqfwCMicAai fiMMMdkMi MtfMSw. 

Um ttoo iirei profeetivlsebe Gebikto sn MtivwfM, reicbt 
M bin» drei der Elemente und die dr^ entsprecbMiden nach 

Willkflr TU H-ählen, z. B. die Ponctpaar« a. a' ; b,^; e, e*. Jedes 
weitere Element des einen Gebildes, z. B. m, be8timnit dann 
das entsprechende Element des anderen Gebildes m' aus der 
Gtoidibait dar baldan DoppelvarbSitotoie (ar*'cV»0 = («te). 

9. Projectiviaehe Panctreiban anf aioer Geraden. 

Legen wir zwei projectivische Punctreihen auf einander, odar 
haben wir ztvei projectivische Punctreihen auf derselben Gera- 
den» was wir z. B. durch Durchschneidang zweier projectivischav 
StntoabQaebal dnicb aiae einsige TiaMvwaato bawirkaa kOa» 
nan. aa iat aacb Gtolabaag In Mr. 8 dia Prafadifitlt diaaac 
Panetraibaa aoagadrOcIct dareb: 

JfKitfWt SS 9 

Mittelat dieser Gleichung wollen wir untersuchen» ob es 
abian Panct m gibt, der mit aainaai antaptaebaadaa Paaet aT 
«naaimaeaftUt 

Dankea wir vaa dto beiden Pnaciralben darcb glaidiieitige 
Bawagaag aweler anlapraebaader Pnaela ai and mf anlataaden, 
so werden alch diese Puncte aSnibar In daaaelben Sinne oder 
in entgegengesetzten bewegen. Ja aadideni die Gonstante a 
negati? oder positiv ist. 

Es sei cnerst x s 0. Offenbar kann man in diesem Faito 
anf der Verlingemng des Abschnittes fj einen Punct e bestim- 
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nen, «» d«M Je.fesetu ist. Nebnea irir dwm aafder Veriin- 

gernng von Jf einen Punet f so an, das« «eine Entfemaog von 
/ gleich der Entrernong des Punctes e von J ist, so ist mach 
JfJ'f= K, und es fallen daber diePuncte e und f, als Elemente 
dar eiM» Panetralhe balrachtet, mit den ihnen entsprechenden 
Elanaaten der sweltee Ponetreibe aeaaaMi. 

Sei sweitens %^ — k\ in diesem Falle kOnnen die beiden 
Poncto m end «i* aar aaeaauaealallea, «eaa aie swiadieo J and 
/ liegen. Es handelt aieh alao in dieaen Falle aar daroai, dea 

Abschnitt Jf in st^ei andere Abschnitte sii teilen, so dasz ihr 
Product gleich X* sei. Ist nun 2i<if, so sind e und /; die 
Fuszpuncte der Perpendikel auf Jf, welche durch den Halbkreis 
€ber Sf ala Daichaieaaar end Jf begriost gleich X sind, zwei 
dar Aufgabe eatapffeebeade Paaela. lat SlsiT, ae lUlC aar 
der Ualbiernngspnnct von Jf mit seinem entsprechenden Pancte 
anaammea. lat endlich 2l^Jf ao bat die Aa%abe keiae fvaiCe 
Aaflfiaang. Hieraiw folgt: 

Lebrsatsin. Werden weH pn ^ J eeHt it ekt PmeirHkBm 

aufeinander gelegt, so haben »ie immer umei gemein- 
eekaft liehe (reeUe, Imaginäre oder wammenfallende) 
Pmnet€, die gleiehweit vom Balbierungepunete des Ah- 
triatffWf Jf mMfhm. 

Da die gemeinaehaftUchen Punkte hffeheten» zwei sein 
kiBnen, so folgt aaa dem Obigen nocb, dasz, wenn awei pro- 
jectfviaebe Paaetielbea aafeiaaadergelegt drai eiaaader entspre- 
chende Pancte gemein haben, d i ee e lb ea iämUtek alad. Wlik- 
licb out aaeh den» Frdherea, weaa 



ist, der Paaet m aiit mf soeanNaen. 

Sind e und f die awei gemeineehttftUehen Punete zweier 
projectivischer aofelaander gelegter Punctreihen; a und af, ö 




and da dieaee aieh «aeb aaf falgeade Weiae aebreibeB liaat 



2ir. 9—110 



Dk Orwi»ri>K»iiw. 
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(MV) »(MV). 

flo folgt aagenblicklich: 

Lehrsatz IV. Da» Doppeiverkältwin {aafef) ist eon» 
atamt (kr jedes öeUeä^e ttck mUafreckende Punc^paar a,af» 

10. Conceotriscbe Stralenbflschel. Schneideo wir 
zwei projectnriaehe concentricche iitralenbaachel durch eine 
Transvemtb, nMtkm auf d«vMlkeii sw«i projectiiMbe 
PaBClrailieD. Die cioaBder entsprechenden Punete m ud W* 
efaid die DarchschnUt^puncte der Transversale mit zwei «ich 
eotsprecbeodeD Straleo M und IT der beiden StralenbtlscheL 
Sind nan e und / die gemeinechaftlicben Punete der beiden 
FwMkm, M MiaMii« da dl« Paacte # md / der ersten 
Penctiethe «it des eatspreehaadeo Pteeton ^ vad f der atval- 
tea Pnnctrelhe znsannnenrallen , auch die Straien E und F 
des ersten Straieobfiscbels besCgIich mit den ihnen entspre- 
chenden Straien des «weiten StrnlenbfisGbels ansaroaenCallen. 
Dnher der Sets: 

Lehrsats V. Zwei eoncentrUehe proJeeUvUche Stro' 
Unbüeekel haben immer »wei {reelle, imagimäre aäer 
wtitammenfaUeude) g Mmtinst km fi liehe SiruUm, ao 
dtaflt ladar aMi ümb aieA ß&Uät Mitmrteki. 



IL BrklirvBf der haraenieehaa Mittelpaaelei 

Ee aeiee auf einer Qetaden n Punete Oi, %, o,, ...»«b and 
ein Pei ü gegeben, man soll einen Punet m auf derselben Ge- 
raden so bestimmen, daei die Swame der Predncte aus je r 
der n Verhftltnisse 



^ • » • • • , 



giaidiNoUaeL 
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Bexeichnen wir diese Samine durch das Symbol ^^^^^ * 
•0 iat d«r Punct m niitleltt der GieidiaDg 

«) <^),-« 

bMtimmt, die mao, da idanflach MaM— mi iat» auafc aof 
lalg«Mla Weiae 

adar «aliriclwlt: 



schreiben itann. Das Symbol |^^^ bezeichnet die Zabl der 
Combinationen buk n Elementen znr r>ten Ciaaae. 

Die Gleichung^ (3) gibt, da sie für om vom r- ton Grade iat» 
r verachiedene La^n daa Pancte« m, DIaa« r Pancta 

■emt BWB AonMflM« Mttte^ßtmet€*) wm r^Un Grade flir daa 



in Bezug auf o ala PoL 

let r = l, so gibt es nur einen solchen Paoct, deo acboo 
Ponte Ut unter dam Mamen Gentnm der Marwumtsekm JKT- 
«if betnebtete**). 



i^osftttir««, M^oinmr la thdorie du pdkt et poiain* etc. (Jonr- 
mAi»lL Xt*««vl{|«, aort 18S7, p. tM). 

**) Memoire <tir Im waew du «<>yeiiM» iwuMiyaii. {jCflUa 
T.a. BeiliB. BdaMiw im. asM> 



Mr. 11—190 



JXt OnnM^NineipMa. 
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Fir «sS wird d«r Puiieft i» der m • sigMrdBelt harmo» 
idcche Ptoct In Baieg Mtf «| aad % (a. Nr. 4.). 

12. ReciprocitSt swUcbeo harmoniacbem Mlttel- 
punct und Pol. Multipliclert man Gleicbang (I) in Nr. 11. mit 
00^.00^. ...oam$ und dividiert «ie daraur durch mai.ma^....wtam, 
so geht aie, wie MB mgleieb tteceieht, fiber In : 

(4) z(^) =0. 

\ma/n-r 

troraus sieb augeabliciilicb folgender Lebreeti ergibt: 

Lehrsatz I. ht tn ein karmofäscher MUt^fmet 9om 
Orade r fflr ein gegebene* PtmeUptiem be%ogen auf den 
Pol 0, so ist umgeUärt o ein harmaniseher Mittelpwut 
99m tfTMto «— r ßr dtuttlbe Puncisgetem, aber beaogen 

dlfM Ä» 



13. Harmonieelie Mittelpanete yerschiedner Grad«. 
Sind m^, m%t9^f"--yinr Hie r PuDcte, welche der Gleichung 
(3) in Mr. II. genfigen, und bezeichnet ra den harmootacbeo 
Mitteipaact ersten Gradea des Syatema dieser r Pancte ffir o 
•le Pol, M haben wir die der Gtoiehmg ia Nr. II. aoaloga 
Gleiehoagi 

oder» «am wir cntiHckala: 

Ave Glekhang (3) in Nr. 11 folgt aber: 

nnd folglich ist 

so das» die Gleichung 

Cr •m9nm, S*n» Cmntm. s 
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aoseigt, es sei tM auch der harmoniache Mittelponct ersten Gra- 
te Im gegabnen Pooctsyatema «|, a«, «■ für 9 ab PoL 

Sei freiter n einer der beides harmoniachen Mittelponcte 
dM swviten Grad«« Rfr • ab md daa Syaten nii, m,, 
...„m, so tat die der Glakhnag (S) la Nr. 11. aaalo|te Glei- 
dniagt 

Hlaraiia folgt: 

lr(r-l) (^-(r- D^i iQ. + = 0; 

mm Clilitiüt (!> Nr.U. W äkvt 

■ad durch Subatitation diaaar Werte entalebt: 
daa baiaat 

Feiglicb laC m aaeh dar barineBiaeba Mittalpaoct sweitan Gradaa 
daa Paaclayalana a^a^ mm fir • ala Pol. 

Beaeidiaat man ao waitergehtnd durch ai nach und nach 
aiaan banaaolw^bea Mttta1|nnKt daa drlttaa. viartoa, ^,(r-l)- 
ten Grades dea Panctsystema f}|| , My, Alf, . . . . , Ptr (Qt o als 
Pol, ao erbilt ann vSUig aiMdoga Raaallata nad bat damit 

den Satz: 

Lahraata U. Wem «i»">»"i|« dWe tarmai 



Mr. 19—14.] 
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die kmrmtmiMktm MUMipuneie vom Grade s (' < r) dee 

8yeteM$ fni,m%,m^ ,mr /lir den Pol o gleickteit^ dte 

karmonieeken Mittelpunete dee e-ten Gradee dee mre^üng' 
Uekem JS^eteme fftr äemeeiöem M o. 



14. flarm«Biseh« MItCelpunet« fOr v«rschi«dtB« 

Pole, tat m ein hamonwcher Mittelp«Bct 4w (li— l)*lan Gr»* 

des in Bezog auf das gegebne System a^f a^, Om fOr O 

als Pol, so gilt Gleichang (4) io Nr. 13., wenn man in derselben 
r = n — 1 setst Fähren wir einen beliebigen Puncto der ge- 
gebeoMi GmdM Mittelst der bekannlsn l^tMitcns 

oo = «ti-¥J^$ ma=Ja—Jm 

eil» «• tebflB wir: 

Mch geburiger Entwiekbmg ealitdbt: 



Jm—^\n.oJ-i^ZUa\\ 



I +<-l)- 



sO. 



Sind Ml, m^mt, ..,,,mu~^ die bsrinoniseheo Mittelpancte 
des («— l)*teii Grad«! des gegebene« Sy«te«a fir des Pel 
0, genfgea ile dee der Glelehnag (5), ee tot: 



BMaUhMl em m etoea der barmonischen Mltlelpaael» vmi 
^-tfp Grade Ar das flystün M|»a%,flia».....«ii-i und 
eines Pol d^, der ia der gegebenen GeradlB litgl» •<> fst dl* 
der Gleiehaog (6) e»tepreelMnde Gleiehnag gsgehe« darehi 

2* 
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••f(«-l)o7+-2XM)it 

+ (-!)— •}o7-Sam)—*+ (»-l)2;(i»),.n 

S«txt man hierin für Z(Jm)r den Wert aus der vorhergeheoden 
Gleiehang, ao erhftit man: 

H^.«yili(ll-l).^-»-(ii-l)(ii--2).^-»-£ÜI«), 



+ 8(11-8) 

+ 1 l/2^-«-S(>a),--2.3^--»i(io),+3.4.im"--*2:c/«)«— ... I 

Da diese Gleichung ia B«wg auf • md ayaoietriadi ist, 
M» folgl hieraus: 

Lehrsatz III. Sind mi,w^mtf...,m*-\ die hartnomt- 
' gehen Mittelpuncte vom Qrade «— 1 det Syttem» ajr(Hy^> -^ 
ßir o aU Pol, und m'^^m a»in't> • • • • » die karmomi' 
§ektm MUttfpmMe HtitfUb mm (ii-^l)-««» Annto /Ir 
AMi«lto 4f>i^ ^tOf^ Om, Mker imBmm§ m a fwlmtn 
dkdem Pol C, 90 failen die karmoniteken MÜttelptmete 
vom Grade n— 2 de» System» m,,m^ma, — , m» für 
eU» Fol mit den harmotii»eken Miltelpuncten deawettem 
Qrodu d€9 Syttema m\,m'^m\^ m\^ /Br • «1» JW 

Durch snccessive Aawaadnag dicaea Satsea gelangt man 
sor AMd«bmiag daaadban woX baramitelie Miltolpnacto afaNa 
MIeUgfii GfaÄM imd sv d«a Salaat 



Laliraata IV. AM m, 
4dbM JNMtOMMCM (i>r r*liii Grudeo des f§§eUmm Pyrnet» 



MnU— 1«.] lfm CrmUnM^n. Sl 



m m'r- äie karmonitchen ßHttelpumcte vom 

Brmdte r* ßt tontrt ft tf Pimettystem, aber fiir tfmIW o', 
90 fkUem die kmrmomkKkm MUtd^tmete oom 9rmU 

r + r'— n det ^»tem* m,, m^, »ij, — , «tr /Sr den Pol & 
mit den harmoniecAen Mittelpuneten desaelben Grades für 
4m Sgetem m'i, m\, m'^, m'r und den Polo an- 



15. SpeeielU Pille. 1. Sind m «nd m bwOilicb die 
hamoniMhen Mittelpaeete dee eretee Grade* der itrei Syateae 

•i » **t» ••••» 
in Beeng aaf o aU Pel« eo iet 

Fillt « mit Ol luennnien» ce enteCeht daich Snbtraellon 
der beiden letalen Glelehanfien: 



4ind hierin ist Her Lehrsatz enthalten: 

Lehrsatz V. Ist Oi der harmmdtdte Mitlelpunct des 
ersten Grades des Systems a^, a^, a„, in Bevug auf 
den Pol o, so ist auch der harmonische Mittelpumct 
4a» erfff» #r»A» /tr dto SIfstem ai, o,, . . a« imä 



16. Speeielle Fllle. 2. \Vir hal>en im Obigen etill- 

•chweigeod vorausgesetzt, es seien die Puncte a,. a^, a^, Om 

alle von einander verechieden. Nehmen u ir jetzt an, e« fielen 
die r Puncte 

in einen einxigen xneamnen, ee cel diee der Pnnct e^, dann 
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folgt ans Gleicbang (5) Nr. U. augeobiicklich, WMin wir fflr den 
wiUkllrliebeo AofiMig i den Paoct Oq setMn: 



Die GMchnog (S) Kr. 14. wird dite dateh 4ib*r-* MUbar, od«, 
was dauelbe ist, m fallm r— 1 htmoiiische Mittelpuocte tmi 
Grade « — 1 mit Oq znsammen , nnd swar für jed^n beliebigen 
Pol o. Beachten wir den Satz in Nr. 13., so Tolgt noch« dasz 
r— >2 barmoDische Mittelpuncte vom Grade n — 2« r— 3 har- 

«oiiM« Mtttolp«iiel« vom «rade «—3 •■dHeh «te huf 

MMMkw HMtilpaDet vom Grad« n—r-l-l mit % 



17. Specielle Fälle. 3. Gleicbang (3) Nr. 11. mit dem 
Prodocte aus öm^ oad (—iy,oai»oa^^.,Oäm maltipliciert liefert: 



(ö) 



+ («— r+ l)^'^-*2:(oa)»-r+a 



* +(-m«-r+l)r-£(oa). 
Hieria iieaelcheea die Symbole 

wie gewttalieb die BiaemialeoefBeieatea. 

wir nun an, der Pol o fiele mit 



ea, eo fitigl: 

£(oa)« ssO, 



Hr. 1«~18.] Dk 



die Gleicbttog (6) wird doreh om* teilbar, ond der Pol o i«t der 
Ort für t harraoDiecbf Mittelpaocte eines beliebigen Gradt«. 
Die übrigen r—9 harmoniecbeo Mittelpuncte vom Grade r w- 



worin £(oa) nor die Puncte a%f On-» enthält. Die 

r-—s übrigen Puncte m, welche mit dem «-mal genommenen 
Pel • Ae hanMNrieekm MIltol^Mte 4m r-toa Gtiim tb dM 
Poactaystem «g, o«, o«, «i lad dtm Pel • bildei^ aind da- 
her die harmotiucben Mittalpimcte des (r— #)-ten Grades flir 
da« Poocteyatea %»%t^>**>»«i^ und denselben Pol «. 



Ist die leiste Gleichung fiBr s = r+} identisch 
erRlllt, wss auch m für ein Puoct sein mag; fatlea also r-f l 
Puncte a und der Pol o in einen Panct xusauroen, so werden 
die bannoniscben MItteIpnnete ve« Grade r mheetimmt, und 
kämm daim Ar eie lieliehige Panel« der Gerad«« 



18- Uover&nderlicbkeit der Ei ge tisch aften der har> 
monlschen Mittelpuncte bei der Centralprojection. 

Liegt das $yatem von n Paocten «^»«n,«^ ,am und ein 

9ü0 Im fiaar 6«iid«n Jl (Fig. Y.). mä lat «seMTdeai m eia 
>ana— U «fc«> Wittelpaact ?om r>teo Grade, a« baatolit «wiBclMn 
den Abschnitten im und M die Relation (1) in Nr. 11. Ist nna 
C ein beliebiger Punct anaaerhalb der Geraden R und die Gera- 
den CO, ea, cm gezogen; schneiden wir ferner diese Stralen 
durch eine sweite beliebige Transversale Jf und zwar hesfig- 
lieh in tf, ttt mf» ao laCx 

twg.atV _ 8ingm'«' 
tu' €mf " sincMM * 
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Ena» CtpiuL 



em' €^ ^ MQCM * 
Am Mimt GI«ichwgeo fol^: 

Di» rechte Seite dlMer ttUldiaiig Ueibt «averfiudert, wenn 
nan Ittr « asd swei andw» «ich eoteprechand« Pmete mb- 
•litoitH^ and emBit ist amb 

«Ml . mom wmm 

Gletdinng (1) Nr. 11. i«t nun aber für dieGrusMo ^ homogan» 
folglich i»i auch 

nod biarin iat der Satz auageaprocben : 

Lehrsats VI. Ist mein harmonUeher Mittelpunct des 
r-tem Grades für ein gegebenes System von Puncten Oi, 
*h, On auf einer Geraden und in Bewag auf einen 
Hmet 0 denelbem Oeraiem mle IW, mmi wum ft^flekrt 
alle diese Puncte mittelst eines beüeUgen darek alle #«• 
legten StralenbUsekels auf eine beliebige Transvsrsale, 
so ist der Punel m', die Projection ton m, ein harmoni- 
ecker Mittelpunct des r-ten Grades für das Sgstem von 
Amelm 0*1, af^ ef^, . äem fNtfeeä9mm 4er nmeU 

^»H»*»» mä ßr demfiH ar, ätrFntftetlom^nm; 

Di«Mr Sate aatit vaa In dM Stead, dia abao flir Panct- 
reihen auT einer Garaden gegabanaa BlUlmgaii mdLabnltea 
auf ein diircb daaaalbeB PsmI galagtoa StraleBMiBcbel xa Ober* 
tragen. 



19. Har monigehe Axen. Es sei ein System von n 
SIraIeD Ai, A^, Am und ein aaderer Stral 0 gegeben, die 



Hr. 18— >19.] 
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»II« in einer Ebene liegen nnd dorcb den fetten Punct c geben. 
Eine beliebige TranaverBaie R, die nicht durch c gebt, schneide 
de« gegebene Syetem in den Puncten a^, Oa; den 

Stral 0 in o. Sind nun wig,nig, tn^, mr die r bnrmoniecben 
Miltalpnicte 4m r-teo Gradw IBr im» Punetoystom mt,m»t^, 

..••t Jfo vnd den Pol o» so belesen die Stralen if,, M%, M% Mh 

dte man durch c nnd besuglicb durch die Puncte fHi, m^J^, 
,,„,mr legen kenn, harmoniteke Axen des r-ten tiredea fiSr 
das g^ebene Stralensystem Ai, Af, A^ »Am unil den Stral O. 

Betrachten wir ausscbliesxlicb solche ätralen, die durch c 
gehe», ao gelten folgende, den oben für Paoeteyeteiiie «nf «ber 
G«ndeii b ewie e e n eo TheoreneM «atopMchende Sitte: 

Lehrsatz VlI. U( M eitle harmonieeke Axe Oes r-ten 
€rmät9 ff»r im» gefßbmt airmitiuifafm d|,ia,4i» ••••t 
i« Betug mnf den Strai 0, #o Ut 0 eine liirwtirti'iiv Ax» 
det (n — r)-ten Orade* ßr dmtttläe SlrmlgiugtUm t» Mt* 
mtg auf dem Stral M. 

Lehrsati VIII. Sind M^, if„ Mr dU harmMd- 
ecken Axen dte r-ten Gradee für ein gegebene* Stralen- 
ejfetem Ai,At»A^ ••• »Am in Beu^ auf den Strai 0, eo 
Mmd m Unmückm Mm 4u «hIM 4Mit (#<r) d» 
Ar«lM«f»iiM» J4«JI^ Jr^....»i& i» J«Mf mfärnSirmi 
0 ameh die harmawiatken Asm deteelben Orade* /Br da* 

L«hmts IX. Sind ift, if» Jfr die *armomt- 

eeken Axen r-ten Oradee fStr da* System von Stralen 

Ax, A^, At f An in Bettig auf den Stral 0; if,, M'^ IT,, 

ifr ebenfalle die harmoniecken Axen des r-ten Ora- 
ddd ßr dduMd SIraUmifHdmf «tar » w jy w i mf dm 
Ormi (y, 99 fitfim die kannmUekm Axen vom Srade 
r-|>f*'~ n de* Systeme der Stralen Jf«, .. JTr Ae^ 

wagen auf den Stral (y mit den harmonitchen Axm dee 
nämUcken Grades für das Stralensystem if^t ^» 'a* 
aber bewogen auf den Stral 0, wasammen, 

Lehrsatz X. Fallen r Stralen des Systems Ai, A^ A^, 
Am in einen Stral uuammen^ so ist für Jeden beUebi» 
0m m gUu r m Stral 0 dar obige r-faeko Stral der Ort fBr 
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Emu Capütl. 



r.— 1 karmonUeke Axen iet {n^\)-Un BrmUB, für r — 2 
karmonUeke Axen de» (»— 2)-len tfrads», /8r «Am 
karmomUcke Axt de* (n— r-|-l)-lra Grade», 

Lehrsats XI. Fallen 9 Stralen JUt Am~i, An-t, Am-i, 
. . . ., An-^^x unter tick und mit dem Stral 0 in einen Strat 
wusammen, so ist dieser der Ort fiir s harmonische Axen 
«tfM» baHetfigen ürmtn mid m «atfmi r— # AamM^ 

ä§9 ir—»)'ten Grades fftr 4m 4ftiMK ii»<4f ^ »^<i-« 

jwMjWi emf dem Strai 0. 



'20. Andere Auffasrung der harmoniscberi Azeo. 
W«An die Traoaversaie Jt der Nr. 18. durch deo Punkt O geht^ 
«der 41« G«nid« Jl «ich um Pmct • dtelwBd gedacht wird, 
M lint «idi der dert bewieaeM Sala anelk folgendaraMaiea 



Lehrsats Xll. Oeßekem sM n ABrelm ^i»4»i«, 

Amt ^ därch den festen Punct e gehen. Führt man 
dstreh einen weiten festen Punct o einen Stral R, der 
die n Stralen in den Functen Ox, o,, echneidet, 
«9 äestimmen die hamutnUehen MUMtnm^ tmdn 
d9g SiH^tim» s^lf^^e^^ ..... ßr dm JW •» wßm Ä sieh 

4dm IW.» dnktf r SmOem, dh 9ämmtMfk «wA e 



Aaa d«M Matea 8Mm h» Nr* 19. folgt «heaae: 

Lehrsats Xllh MRm # JUtmtdm dB» g^ebenen 
mm» J^J-itAi-* A» «iMN» ««rf 

ip mmiiiKTii. so ist dieser Stral der Ort fOr s—in — r) 
der Stralen Jr„ if„ JT,, Mr. Geht aber Ao noch durch 
den Pol 0 , so ist er der Ort für » der Stralen M^, 
M^....,Mr und die noch üMgom r— # «e^r üermdom 
sM dl$ $»»m»M»»k»m Ort» der kM m» m i»e k e m MUUh 
mfmtft d»s (r—s)-ten Grades f9r o als Pol der Punete, 
im dtmm die sieh drekemde Qrtids M dte Sirelem At, 
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ThMiie der lBv«lati«B« 

31. InvolatioD von Punctgroppeo. In einer GanilMi 
ist •in feslOT Puct o und «ia bewcgliclicr Ponct m gtgrtw; 
itind nuo 

*o» *l» *•» •Hb» 

Ao» if« ia« 

cowtMlt GrBwMii« • bIw VarftUe, md m bestcfct 6Im 
Gtoleha^f m d«r Fora: 

•o entsprecben jedem Werte ▼oo u n Werte von Oa, das heiast, 
fOr jeden Wert von m erhalten «vir eine Gruppe von n Punc- 
ten a. kt umgelcebrt einer der Poocte a gegeben « so folgt 
MW ^iielinng (1), weiiB mm in dleaelbe den gegebenm Wert 
vm 9u aotalilniwt, der W«rt vm •» md «Im nUtolaC dwiael- 
ben GMehng die flMg« n—l Werte von m. Fib jeden 
Wert von « stellt also die Gleicbang (I) eine Gruppe von n 
Pnncten vor, die so von einander abbingen, dasz durch Be- 
•tiflurang eine« von ihnM eile beeltairt ^nd. Dm System 
der eneiidlidb vielee Gnippen vee « Paeeteot e i ti p r ecb eed den 
■Mmilich vielen Wertes vee.«!» mmI elaeitoMMM dte 

Eine eieCMbe Pttnetreihe kann nea eteh Nr. 7. ele eiee In« 
velaHeB dee etetee Gsadee betreebleD. 

Eine lovelntioa .tot dwdh iwei Uirer Greppee beelinunt. 
Den ateUen dto beidee Gtotobmgea 

«■.öö^+Äii-i ,öir-> + .... + «0 = 0, 

*) Jon 9 mir e«, G^htratitation 4t la Ütitrm dt fmuokUitm (Asqsli di 
MstesMtiGs, tomo t*. Bom 18ft9, psg. 8t). 
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Ükt Md«n g^ebMMi Gruppen dar, «o Ut jede «idiffe Grupp« 
der IttvelattoH dnrck die GleiehiniR 

»B.Öä" + »»-1 .Ö«"-» 4- ••• -f «D-l- »(A« 1 . ÖÖ"-* + ... -I- ig) = 0 

g^ebeo» In der • eitten beliebigen Wert bet 

22. Zweifache Puticte einer Involution. Fallen zwei 
beliebige Puocte a einer und deraelben Gruppe io einen Puoct 
sonoMieii, eo beleit derselbe ein taceifacktr Fmet der Inve* 
Inlieo. Wieviel swelfacbe Pnnele eaCbllt mo die Invelotlen, 
^ dnrcb Glelebneg (I) dMgeetoUt wlrdt 

Die Bedbignegi^leicbirog, dase dieee Gleicbang nrel glelehe 

Wurseln bat» entsteht durch Gleichsetzung der DUerinänanU 
derselben roit Null. Diese Discriniinante ist eine Function 
des 2(n — I)-ten Grades der CoefGcienten der gegebenen Glei- 
chung. Setxen wir sie gleich Noll, so ist sie in Besag auf « 
eine Gleicbmg ve« Grade S(fi— 1)> nnd ee gibt elae 
Gruppen, deren jede einen sireiradien Pvnet entbllL Hierin 
liegl der Safe: 

Lelirnnts 1. Mm i m 9§ ii H § m W9m «-Dm Onnto ter 
2(11—1) MM^Me Ameltf. 

23* Doppelverh filtniss von vier Gruppen. Es seien 
'i* ^* •••• ^" Puncte Mner bestimmten Gmppe. Der 

barnienieche Mlttelpnnet m dee ernten Grades Ar dieee Poncte 
betegen mf einen Pei der beliebig anf der ge g e b enen Gera- 
den angeneniM ist, beelinint aieh dnreh die Gleiebnag 



ans weleber, nnter Beachtung der Gleichung (1) in Nr. 21., eich 



ergibt. Der Abncbnitt» weldier dnreb swel harmonieebe Mltlei* 
foncte ernten Grades m und m' sweier verschiedener Grnpptn 
b«giinat wird, Uleat eieb alee anedrieiien doreb : 




Ml 



Kr. 1 1—230 



29 




Siod ttw Mg, Mb, Mtf dl« luraMtodbrn MtttelpMMto 
•nlaB GnUl«« von vi«r Gruppen, «relcbe d«n Werten »t> 
CDs , OD« esteprecben, in Besng anf den Pol 0, so gilt 4io Gloi- 
chnng : 



und da dieses Resultat daseelbe bleibt, wenn wir üDr O «inen 
anderen Punct annehmen, so folgt daran* : 

Lehrfiatz II. Das Doppel9erhältnU% der Her harmo- 
mlatken Mitteipunele ersten Grade* von vier Onifpem et' 
ner fmcohOitn ist wuAkängig 90m FoU •. 

Hieraus folgt weifer: 

Lehrsatz III. Die Reihe der harmonieeken Mitteißtmete 
des ersten Grades aller Gruppen einer Involution in Be- 
mug auf einen Pol o und eine %»ceite Reihe Aarmomscker 

dber betagem mf dimm «MÜrnkW «M «mI jntMl^ 

Cater BtffdhtrMUliiitm 99m Her Ün^fdm dtntr B m p I u 
Mm Teroleiien «rir im Nachfolgenden da« Doppeiverhiltoiei 
ikrar barmonisehM lltttelpuncte enton Grades nadk ein«» be* 
Migen Pol. 

Es sei m ein harmonischer Mittelpunct des r-ten Grades 
einer bestimmten Gruppe der involutioo (1) in Nr. 21. in Bezug 
auf deo Poi 0, dann gebt die Gleichung (6) in Nr. 17., unter 
BMekIrag der «oebeB enrihntae Gleiebang (1) la Rr.Sl^ «ber in s 



(M,fl4»tMt) 



•|~»» . «1 — l»4 



- • I 






+ 

+ (il-r-|-l)r.(Ko + ".io) 



und es bilden also die harmonischen Mittelpuncte des r>teB 
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GniM der y g iec M e di— aa Gruppen etoer lorohitiMi d«« ««ten 
Gi»iIm eio« nette larolotiM das r-ten Grades. Jedem Werte 
von CD entspricht eine Gruppe der Involution des n-ten Grades 
und eine Groppe der Involution des r-ten Grades, also ent- 
sprechen sieb je swei Gruppen dieser beiden Involutionen. Da 
vmi das DeppehrerhlltBlss vea vier Gruppen einet lavelnllen 
nnr veo den vier entsprechenden Wetten ven • aUiingt» ao 
aind auch die Doppekerhältnisze von je vier einander ent- 
sprechenden Gruppen beider Involutionen einander gleich. Dies 
liest sich auch daraus folgern, daaz nach Nr. 13. je swei ent- 
afta d ien d en Gruppen der Mdeo InvelalieMii Ahr den niaiKeliett 
Pol« deradbo hanneaiaebe MitCelpnaek eteteeGtadee ankeamt 

24. Projeotivieche Involutionen. Zwei Involutionen 
beiasen proJectMtckt mögen sie auf einer Geraden oder auf 
awei Tenebiedeoen liegen, aobald die bataieoiaeben MitteliMaeto 
dea eteten Grades der Grappen der einen Involntioa f&r riaea 
beliebigen Pol nod dia barmoniacbea MlttelpuBcte deaaelben 
Grades der Gruppen der andern Involution fOr einen andern 
Pol xwe« projectiviacbo Punctreibeo bilde«. Gemisa dieaer 
UeinWImi «ad der lllr daa DoppelfatUltolaa von vier Grappen 
einer larolalion, eatetebCt 

Lobreata IV. Im wwei p ro J e ei Mteke m imnhaifitm 1»t 

äa* Doppeiverhäitnist von vier Brttppen der einen M- 
votuüon gleich dem DoppeiverääUnUn der wier mUtfntkm' 

den Gnqfpen der andern. 

Das am Ende von Nr. 8. ausgesprochene Theorem begreift 
also auch die Involutionen anter sieb, und man kann diese somit 
auch als geoaielilaeb« Gebilde beltacbien, denn BleoMata Gtap- 
paa TOB Paaetea eiad. 

a. Beziehungen xwischen den variablen Coeffi- 
cienteo. Fragen wir suerat, wie die Projectivität sweier In- 
Tolntteaear eich anadrIiclMB lieat 

Es aei die etale deraelbea dnteb dieGMchaag (I) b Nr.Sl, 
die aweHa dnrcb die felgead« Gleiebnag gegeben: 

i«^«.eS"+«'«i-i.5^»+....+»'o ) 



Mr. n— t4b.] 



IMt Qrmtiprmapkiu 



Sl 



to dtr c «iiMii fctBt Mg to Paact d«r GwUm, wtX 4er dl» bimU» 
lavoklioB Hegt, o 4m Aafing 4ot AbadiaUto tn dieswGanidM 

l# 1» , 1»^ 1/ 

M * M— 1 ff ^ * 0 

cooslMit« CotllidMteii b«Michii«a. 

Wir Mtxcn vM«m, wm •iBslNir gwttltot ist, m mteprl* 
eliM dM Gmppen 

der ersten leveletien die ISfeppen 

d = 0, d= OD, e= I 

der Bweiten. Sollee die b«4d«n Gleichvn^n (1) i« Nr. 21. und 
(3) zw«i ent»preck«nde Grappen TorsteJIen, so ist es notiren- 
dif siber auch hisrsichesd, wesn dss Doppelverbiltniss der 
vier Gruppen der ersten Inveletiea, (O^od,!»«), gleidi dem 
Doppelverbältnisz der eatsprechenden vier Gruppen der sirelten 
Inveleileo, 0^ «d, 1, 6), Ist. ^Ans der Gleiciiiing 

(0,00. l,»)s<ftao, 1,9) 

felgt sber seffeiibllcklicb : 

usd man kaon also mit Rflcicsicht auf ihre ProjecHvitit mit der 
ereten lorslutioo die sweite durcb die Gldcbaeg 

1 4 •|XVMF'|-r»-«.Öir-->-i-....-|-i'eM 

darsteUsD. Die Gleicbung (1) in Nr. 21. und die leUte Gleicbang 
geben ann Air ein and deMelben Wert ven • swel etttepracbende 

Gruppen der zwei projectiviscIienlBvelntioDen. Elimioisrt man 
swischen deo obiges Gleicbuogeo », so erbftit man eine Reis* 
tioo, in welcher der ZusaromeDbaDg oder die ZngehOrigkeit der 
Pnscts a und a ansgedrücict ist. 

GeneiDschartllcbe Pancte. Liegen die beiden 
InvolntloBen «nf derselben Geraden, eo kenn mn die Pnnete 



m will ü wat d«Melbw Aofong besielieii, mm kaai abo Ar e 

den Ponct 0 «etsen. In dieaem Falle liegt die Frag« mAtii 
wie ofiroal zwei sich ent(«prechende Pnncte a nod a zusainroeD- 
falleo. ElimiDieren wir aus (1) in Nr. 21. «od ane (4) in Nr. 24«. 
a» und actsen oa für ea, ao entateht: 

J («•.M^-f-..-|-«o)a-*«^-l-....4it'o)l ^ 
V») i _ . _ 1=0» 



eine Gleichung die in Bang aaf M wwm (ü-f *>)*ten Grada tat 
l>aa fflbrt aaf den Sate: 



Lehraats V. iin;^ aiaer Ü tnätm , mf wMm 

projectMtcke Involutionem ^rntjHek vom n-ien mt4 aKUM 

Grade Neffen, pibt es im Allgemeinen n ^^m Puncte, deren 
Jeder, als der einen Involution angehörig betrachtet mit 
seinem entsprechenden Fmiete der andern JnvohMon wu- 



Üieae Pnncte nennen wir gemeiiuehafUiche Pmnete der 



c. Involatienen mit Tialfaekam Paact. lat die Hake 

Seite der Gleichung (I) in Nr. 31. durch OdT tellhar, aaalalltaia 
eine Inrolution dea n tpn Grades dar, deren Gruppen r ge> 
meinachaftliche Puncte haben, die alle mit o zuaamnenfaliea. 
In Wahrheit atellt aie aber eine Involution dea (fi~r)-t«n Gra« 
daa var, aa deraa ainaalaan Groppao Jadaaaial r-mal dar Pmct 

• hiaaiigafigt iat. la diaaem JPaUa laaaa aatlrlicb aach Glai- 

draag (5) in Nr. 246. durch öeT teilkar aaia. aad die n-f-ai 
gemeinschartlichen Pnncte der beiden gegebenen Involutionen 
beateben aua dem r>nial genommenen Poneta 0 und aua den 
M-l-ii— r gaaidaaebaftilAen Pnactan dar atvaitaa lavolatiaa 
faai ai-taa Grada and dar r>lea Qrada» iraicba aat- 

atob^ «aaa aiaa daa Oiapp aa dar araleii lavalaliaii daa Paact 

• aateiaht 

Entbaltaa die Gruppen der zweiten Involution #^Hal daa 
Panct o, ao erscheint deraclbe (r-f #)-mal aalar daa gawaia» 
sekaAlichea Poncten beider lavolatioBeB. 



Hr. S4b— 



1/k Crundpriadpien. 
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4. Forlselsang d«s Vorigen. Wenn elnel«rnppe der 

«raten Inrolution, etna di«*, tvelche irir erhalten, wenn cd gleich 
INull gesetzt wird, r-nial deiiaellieii Punrt o enthalt, und die 
entaprecbende Gruppe der zueiten Involution enthfill # mal 
«leamlben Punct O, wo «>r vorausgesetzt ist, so entli&lt die 
linke Stif der Gleichung (5) offenbar Öa^ als Factor, und der 
PnncI • veHritt daher r mal die Stelle sweier gemetiuekaft» 
äeker fmei» der beiden Involetlonen. 

tf. Involtttten ven Siralengruppen. Es iet hoI über- 
iflssig, M bemerken, daes l&r Strafen, die alle durch deneelben 
Punct geben, eich eine, mit der eeeben ftir die Puncle einer 
Geraden auseinander gesetzten l'heorie, vollelftndig analoge 
Theorie der Involution auratetieu lii»zt. 



25. Die quadratische Involution. Beeoudere Beach- 
tung verdient die Involution dee swelten Graden oder die 
dratUck» IWtOhMon, Fflr dwne geht die Gleichung (1) in 
Mr. 21., «renn «sS goeetit wird, aber in: 

Jede Gruppe ist also nur aus zwei Puncten zusammengesetzt, 
die cor^fugierte Puncte genantit werden mögen; MUtelpunet 
heisze der Punct, deszen conjugierter Punct in unendlicher 
Entfernung liegt Wir laaaen den Anfang der Abochnitle mit 
dem Mlttel|Mincte susaroroenfallen und nehmen auaxerdem an, 
der Gruppe, zu ucicher ergehSrt, entspreche der Werl o =oe. 
Dann ist A2-= A„ = 0, und wenn a und cf xnei con|ugierte Punrte 
«ind, so geht Gleichung (6) über in: 

M.M's^^aaconat. 
H 

Vergleichen wir diese Relation mit der, welch ein Nr. 9. aua- 
drflckte» twei Punctreihen aeien projectivisch, daa beiait mit 

ia^«sconat., 

ao lat klar, daas die qnadratiache lavolotion entateht, wenn swei 
projeeliviaebe Pnnetreiben ao anfeinander gelegt werden, daet 
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ili» Pancte J und /, h eleh« den Pnaeteii im Unendlichen ent« 
•pff«eheii, soMinmenfiillen. Andern Mngedrfidtt, MIden nwei 

aufeinandei^gal^e projectiviMche PonelreHieii eine quadratische 
Inrolution, wenn einem Puncte a, sowol der einen, atn der 
andern Punctrcihe angehOrig betrachtet, als entsprechender 
Punct der einzige a' zugehurt. Daraus folgt der Satz: 

I. chr.satz VI. In einer quadratischen Involution ist 
das Dopp€lverhäUnU% von vier Puncten dem Doppelter' 
käittdM der Her Mm eonfugierien Amei» fMeA. 

a. Eigenschaften der zweifachen Puncte der qua- 
dratischen Involution. Es seien e und f die beiden zwei* 
fachen Puncte der Involution (m. ». rs>.22.)< Sie sind hcsliniint 
durch die Gleidnmg: 

0ä* = Öf* = CODSt., 

und M bt ■Im 

{efaa') = {efafa). 

Das Doppelverhiltnisz {efaa') ist daher seinem rcciprokeu Ver- 
hilteisz gleich und folglich gleich — I , da das Doppelverhält- 
nin von vier MraeiMMSMCN P«acten nicht der positiven ßinhelt 
gleich «ein kann. Wir beben eonit den Sats: 

Lebreats VII. M ekur fuadraHeckem bmhmt ii Hnd 
die wei fachen Puncte und mgH beMektpe cot^ugierie PimeU 
Uer /uarmomtaekt Fmete. 

Die Involution den sweiten CSredee liest sieh eise ele die 
unendliche Reibe von Punctpauren a, a' eeffeesen, welche den 
gegebenen Abechnitt ^ bnrnioniMcb teile«. 

b» Qaedretieche Inveintionen auf derselben Gera- 
den. Zwei Involtttienen anreiten Gtadee, die euf dereelben 

Geraden liegen, haben eine Gruppe geroein. Es pibt also z»vei 
Puncte a und a' no beschaffen, daüz der Abschnitt aa" sonul 
von den zweifachen Puncten e und f der ersten Involution, als 
den sweifachen Pnaelen # mid 4 der aweiten Involution bar- 
weaiech geteilt wird. 

Ifobmeil wir nimlicb einen beliebigen Punct m der gege- 
benen Geraden nnd beieiebnen dnreb mf und m, die beiden 
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eonjugiertea Ponct» von m flir die Mdeo ImrolalieM», w> 
Mügen, wenn m sich aur der Gefaden btmmt, mf md «i vmk 
projectiviscbe Punetreiheo, deren petneinBehaftUeke hmete offen- 
bar die den beiden g^^ebenen lavoltttaonen gcndMcliallliche 

(iruppe bilden. 

1:1s ist augenblicklich klar, dasz sti'ei Involutionen von glei- 
chem Grsde, der aber grösser als 2 ist, auf dieselbe Gerade 
gelegt, im AUgeneinen keine geneiDsehaftlicbe Gruppe beaitsen. 

96. Aeqvienbarmoniechee SyeCen tob vier Ponc- 
ten. Mittelst der Theorie der ^uadraÜscben Invelalbn IM eieb 
die folgende Anfgabe. 

Es adea 9,b,t,4 vier Pteaete ia gerader Linie. Die drei 
anbanaoaieeken Grandferblltaiese derselben slad nacb Nr. I.t 

Slad aaa airei dieser Verbiltnieae einander gleieb, das bdaat istt 

(7) ^~rin[ ^ 1*— 1-1-1 sO, 

•o ist aocb 




und es siad also alle drei Doppelt erfaillnisse einander gleich. 

Es slad nun die drei Puncto a, c ia gerader Linie ge- 
geben, man soll eiaen Panct d so beslimaMW» dass der Glei* 
drang: 

oder aacb: 

iaöed) s (mM) 

genOgt wird. 

Wir aehaen willkOrlich auf der gegebenen Geraden den 
Panel m an, and beetinnnen einen Panct mf so, dass 
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Mt. Verindern nun m und m' ihre Lage, so entstehen zwei 
projectiviteb» Pmclrelhm, In dMMn ilen Panetm m,k,e,m 
in derselben Ordaasg 4ie Pmict« €,m,b,m^ cntopreebci». Sind 
d und e die beiden ftmHiutktifUMen Ftmete dieser Punct- 
reibea, ao tot 

und unsere Aufgabe iet elee doreb jeden der beiden Pencle d 
vnd « geltet 

Sind nun a, h, c diejenigen drei Puncte der gegebenen Gera- 
den, welche die drei enbarnoolscben Verbältnleee 

(««M), (mW). (4ricr) 

!■ bemenieebeii »«eben» so sind die beiden Peneteyeteme 

«, c, € 

VM 

«» e, h 

projecüvisch, und da dem Puncte b in jedem der beide« Sy- 
steme 4tr Ptoeel € entspricht, se elnd die drei Punclpaare 

fl, a; b, c; h, c 

in Inrointion, und a ist der eine zweifache Punct dieser durch die 
Punctpaare 6, C ; c bestimmten quadratischen Involution. Der 
»weite Bweifecbe Punct dieser Involution ist a, da nach dem 
Obigen der Absehaltt bc dnrch « «nd e bemesiecb geteilt wird. 
Felglich teilt m and « rach den Ahsehnitt U hermoniaeb, nnd 
ee istt 

(4«M)s:(bOM)sB.l. 

Die Pttnetsystene 

b,9,m,€\ %, t,ti,m 

sind also projectiviscb, das hsUst, es sind aaeh die drei Punct- 
|Mare 

m, a; b, (; e, c 

in lavoiatiea*). 



•) V. Staudt^ Geomtrie der Lage, Marnberg. Bauer and Baci>e. 1847. 
& ISI. 
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Durch den beliebigen Punct o auiMcball» 4m 
i»«ndea sieJi« idaii die Straleabdschel 

«, i, e, c) iMd«(4,#) 

•■d adMd« ato dMW Md« mittelst eioer n te pandldM 
TnuMfOTMlOi Die D«relMelMiitl»p«Ml» mIm iMtOglleh: 

Ä», «», V, ». C; tt, 

Uaoii i«t 

und Gleichung (7) geht also Aber tu : 

(8) ä^-«'4r.«'*'^-;i5«sa 

bt («M)8-], M tot Mch («'^oeO=-l* MrM 
bi«rt C den Mwcbnitt UferMw fUgm dia IdeatUtlM: 

diircli deren Suhetitntieii Gleichung (B) eieh.eaf 

rednciert. £e halbiert also C auch den Abechnitt 4^«', uud folg- 
lieh Ist 



(tfMC)=-l. 
Ebenso beweist mau, dasx 

1 and (4ms) 



Es «nd alss 4 «id die helden sfrsUhcbra Pmete der bi- 
velatlen 

m, s; b, h\ e, c*). 



*) V. Staudt. Beiträift zur Gfmttnt duf £aft, Kllnib«f, 

lese— &7-«o, s. 178. 
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Das Doppelvethlllnisz k int dureh (»Iciehang (7) gegdten, 
es ist also gleich einer der inagioSren dritten Wurxeln aus — I ; 
folglich kunnen die vier Puncte a, b, e, d oder a, by c, e nicht 
all« reell »ein. In tileichuog (9) ist aber die rechte 6eite ne- 
gativ odter pMttiv, Je nadidem die Punele and ¥ radi oder 
ioMginlr cee^gierle eied. Sied daher die drei Poecte 
alle drei reell, so aled die Poncte d und e conjußierte imaginäre 
Puncte, sind da^e^en xuei der obigen Puncte iniagiolr eonju* 
giert, 80 8ind die Puncte d und e reell. 

Aue Gleichung (8) folgt noch, da«z, wenn a'b' = {) ist, auch 
e'df = tte" = 0 ist, dasz also, » enn zwei der gegebenen Puncte 
zusanimenfallen, aurh die beiden Puncte d und e mit ihnen zu- 
eeneienfailen. 

Ein System von vier Pancten heisze äquianharmonitch^ 
wenn die drei anharmoniachen (ürundverhaltnisze einander gleich 
aiiid, «renn der Wert dieeer Doppel verhiltoieie aleo gleich ei* 
ner der heidea imaginiren dritten Wuneln ans —I Ist. 

'27. Bedingungsgleichung fflr ein iqoianharmo* 
niaches System. Sind vier Puncte mt, fll«> ll^f l|§ la gern* 
der Linie nach Nr. 6. durch die Gleichung 

(10) UM* + Aß.öm* + Vi^.öm:^ 4^4d.om4^es50 

gegeben, and aellea dieselhen ein i<|nianliaraioaisiAes System 
bildem ee ninss 

eeia» das heiazt, nenn wir iiir die Segmente m|)n^ .... die ent- 
epreehenden Diierensen em«— 0M|,.... setsen; 

Diese («ieichung wird bei der Entwicklung für die vier Abschnitte 
tw^iiOm^am^tOm^ symnetriseh, und liest eieh eise aar dareh 
die Ceelicienten der Gleichung (10) ausdrücken. Mittelst der 
hekanatea Besiehaagea »wischen den Coefficienten and den 
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Wurzeln einer Gleicbttog findet MUi oliM groaie Scbwiafigkolt 
die (aleichuDg 

als Kedint^iiiig. die notweadig, aber aach hinreichend ist, damit 
die vier durch die Gleichung (10) gegebenen Pnncte ein iqui« 
anhurnionirtche« System biideii*). 



§. S. 

28. Erklärung einer OrCnenrve und einer Ei ii Hill« 
I enden. Eine ebene Curve kann man sich son-ol durch Betve- 
gung eines Punctes, nie durch die einer geraden Linie entstan- 
den denken. In eraiwi Petle betest nie der Ort aller Lagen 
de« beiregiichee Punelee» im swdten Falle die €HMUlem4e 
Curve oder Icon die SMUUiende eller Legen der bewegUcben 
tiereden**). 

Eine Gerade, alt« Ort aller in ihr gelegener Pnncfe eufge- 
feeet» iiit dee einfeebete Beiepiel einer OrUeurwe. 

Ein Penet, el« Binbaltende eller In ibm eich ecbeeidender 
Geraden aurgefeeit, bietet den efaifeebeten Pell der fMUUiett- 

Eine Ortseurve nder ein Ort heiszt von der n-ten Orämtn^ 
ueiiii eine l>elielti;:;e Gerade ihn in n Puncten, die entweder reell 
oder imaginSr, verschieden oder zusamuienrallend sein kDnnen, 
schneidet. Der Ort der ersten Ordnung ist die Oeradef ein 
Sjsleni Ten n Gereden ist ein Ort der »ten Ordenog. Zwei 
Orte, die besOglich von der Ordneog fli md 11^ eind» bilde« an- 
eaneien tinen Ort von der Ordnung 

Ebi Ort der « ten Ordnnng kenn ven einer Gereden seiner 



*) PaiH»iHt Jtquatiö» dm ro^ftrt* wümrmtvtiqiit» tte. (NenrellM An* 
nalM de MaOteatiqnef, 1. 1«. Pa4i I8«0, 419). 

**) Plück€r, TImne dtr alffthnMn CWtmm, Bonn. HarciM. 18S9. 
8. SOO. 
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Erklirung getnllu tmr in n PuncI«» geschnitfen Herden; ImI 
•Im eine Cerade mehr als n Puncto mit einem Orte gemein, 
80 ist fi\e selbst ein Teil des Ortes, dns heiäzt, aioinilliche 
Puocle der Gerade» sind auch Puncle des Ortes. 

Eine OrtMcarve von gegebener Ordnuni; heiszt einfach, 
nenn nie nicht aus Ortscurveu einer niederen Ordnung zusam- 
mengesetzt ist. 

Eine Einhüllende heis/.t von der n ien Classe, n enn durch 
einen beliebigen Punct n Lagen der eingehüllten Geraden ge> 
hra, da« k«i«xt, wenn von dtni beliel>ig«ii PoMle n IlM#«fi- 
tm, die entweder reell od«r im^tbilir, v<*n einander veneliie« 
dm oder xnaammenfallend sein kuniicn, an die EinhOllende 
gezogen werden können. Die Einhüllende der ersten Class« 
itit der Punei. t^in System %on n Puncten ist eine Einhüllende 
der » ten (%Mae. Zwei Ehiliflllende , deren Clauen Iiea0g* 
lieb n und «' «Ind. büden suanminon eine fönbfilieiide der Chsse 

Kann man von einem Pnncte an eine Elnkflllende der ii>Cen 

Classe mehr als n BerOhreode legen, so ist dieser Punct aelbst 
ein Punct der Einhüllenden; es sind also alle Geraden, die 
durch den Punct gelegt »erden kSiineu, Tangenten der Ein* 
hüllenden. 

Eine Einhüllende von bestimmter Classe heiszt einfacA, 
uenn sie nicht aus Einhüllenden von niederer Claase anaani* 
tnengecetat iat. 

ifi. Doppeilangeiiten und Wendepnaete. Wir be> 

trachten zuerst dne Ortscurve der n-ten Ordnung. Ist a eine 
der Lauen de>« erzeugenden Piinetes, also ein Punct der Curve 
selbst, so heiszt die («eradc ^. welche durch a und die folgende 
Lage des beweglichen Punctes geht, die Tanfienie oder Be' 
rUremäe der Cvrve in diesem Punete. Der Ort der «nfcinan* 
der feigenden Ln!:;en eines beweglichen Puncten ist also auch 
die Einhüllende der (»eraden, welche je zwei unniittelber aul* 
einander folgende Lagen dieaea Panctea verbindet 

Im Uerflhrungspuncte a hat die Curve mit der Tangente 
swei Punete gemein (MM^pimcü^ B£rÜknmf)i beide Curiren 
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haben al«o im Allgemeinen noch n— 2 Durch»cboittapwiete. 
Fallen zwei dieser n — 2 Puncte in einen Punct b zusammen, 
so ist die Gerade A aach im Puncte b Tangente der Curve. 
Ist dies der Fall, so bciszt A eine Doppeltangente der Curve. 
Die Pnncte a und b sind dl« BerAbrangspaBcte*). 

Käbert sieb aber einer der » — 2 UartbsebnUtspaoct« dem 
Pmelo « U« Im UnMdlleke^ kaA di* 6«ff»de J dtadtel «Im 
§nfßimelt§e Btr^knm^ müt der Curve. In dteneni Falle beltst 
die Gerade J eine stationäre- oder eine Wetutetmi^ente. Weil 
810. »<>nn \\\r mit a, af, a" die drei unendlich nalien Puncte 
bezeichnen, aus denen der Beräbruiigspnnct bestebt, eigentücb 
Bwei aufeinander folgende Tangenten utt und tttt* reprieentiert, 
eo kOMen wir nueb eagen, aie aei eine Ueppeltangenie, deren 
BerQbmngspuncte a und a' einander unendlleb nahe rücken. 
Denken wir ans die Curve aber durcb Bewegung einer Geraden 
entstanden, 80 hiirt diese, irenn sie in die Lage a gekommen 
ist, auf, sich iu dem einen Sinne zu bewegen, sie steht still, 
daher atatienir, nnd bewegt aleh dann im entgegengeaetslen 
Sinne. Der RerObruagspunct a dfer Wendetaiigcnte heiszt eiti 
htfiectiotu- oder ein Wendepunct, weil in ihm die Gerade A 
die Curve gleichzeitig berührt und schneidet, diese aleo von 
einer Seite der Geraden auf die andere Qbergebt. 

30. Uoppelpunete «ndSpitaea. Wir betrachten swei> 
tena die EiahflUende ven der «i*len Claaae. bt A eine der 

Lagen der erzeogenden Geraden, das heiszt eine Tangente der 
Curve, so ist der Punct a, in welchem A von der unmittelbar 
folgenden Tangente geschnitten wird, der Berührungspunct der 
Geraden A mit der Curve- Die Einbullende einer beweglichen 
Geraden iat alae nach der Ort der Puacte, la denen «ich je swei 
anfeiBander folgeuda Lagen dieaer Geraden aebneldeo. 

Dereh einen beliebigen Punet laaaen aich iai Allgemeinen 
m Tnngenten an die Cnrve legen. Pillt dieaer Pnact aber mit 

dem Puncte a der Cnrve zusammen, so sind swei dieser Tan> 
gentea onmitelbar aufeinander folgende, und fallen mit der 



*) Die beiden BertÜU'ung>pun:te könnco imaginftr werden, oboe daas 
d!« Gerade A safböft reell tu min. Sie bedtu ancfa ia diesen FsUs alle 
Siieatebaften «iaer DoppeHmmyHtt» 



Digitized by Google 



4i Ju-MltM Cßpil$L .[}.». 

TMigMte A sMftmmB. Uarch eiam Pttsel «l«r Csnre peban 
»Iso auaserdem noch »—3 Cieraden, «rekfa« di« Cirv« in an« 
dem Paaclen barAhren. 

Fallen z>rei dieser m — 2 Taagenten iu aine Gerade B za- 
•ammen, so hat die ('urve in a zwei Tangenten A und B\ sie 
geht also zweimal durch a und bildet dort eine Schlini;e. Die 
Geraden Ä und ß berühren in a die beiden Zweige der Curve, 
die aleh In ihm acfcaeidan, and der Paad m baiaat daaa afai 
D%ßß€i' adar mmtlfMUr Pimct% 

Källt eine dar «i — 2 Tangenten mit A susaniroen, so reprä- 
eentiert diaaa Garade drei aafainaadar folgaoda Tangeatea A, Af^ 

A" . <ler Punct a kana aleo ala ein Dafipeipunct betrachtet \ver> 
den, deszen Tangenten A und A' zusanimenfallen, deszen Schlinge 
sich also auf einen Punct rcdiiciert. Ein «olcher l'unct heiszt 
S^ÜMe, RUckkehr- oder Stüitiandtpumct. Er repriseotiert sowol 
den üardMcbolttapaaat dar Tangente« A «ad A*, ala dea der 
TanKeatao A* ««d Jf» Denken wir aa« aber die Carve dareb 
Bewegung eines Punctes entstanden, so wird dieser, wenn er 
in a ankommt, stillstehen, die Richtung seiner Bewegung in> 
dem und von der einen 6eite der Tangente Ä, der sogenannten 
MeUteMmif€Me, anf die andere Seite übergeken. 

Aus den ßiUckerschen Formein, die wir im Folgenden 
(§. hi) beweiaea «arden» folgt, daaa im AllgemaiaeB ai«a Orta» 
evnre vaa beatimmter Ordn««g «reder Deppalpaaela «edi SpHae« 
bat* dagegen Deppaltanganta« «nd Wendepunete besitzt, dass 

dagegen im Allgemeinen der Einhfillenden einer bestininiten 
Classe die singalären Tangenten fehlen, dasz sie aber Doppel* 
und Stillstandxpuncfe besitzt. 

Ist die Curve von eigeotüuilicher Natur, so kann sie auch 
singulare Puncte and Tangenten von höherer Ordnung besitzen. 
Mm Tmgmtt Attm r-/iMsA, «ran« ala die Carra in r Paneten 
beribft» dia «ulweder alle verachledaa aind adar a«m Teil ader 



*) Die beiden Tangenten A und B können anch imaginir werden. Dann 
»iiiil die Seiden Z\vri>;c der Curve ebenfalls imagin&r, nicht aber ihr Durdi- 
KhoitttpaDct a. Dieser häux in einem •okhea Fallo eiu üoUerter JhtHct, 
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•inallicb HMmiiMafallen koonen. Bin Pumet heint r^fktk, 
wmn ^9 Carve r-mal durch ihn hindurch geht; durch ihn ge- 
hen daher r Tangenten, die entweder alle verachieden sind, oder 
auch zara Teil oder aäiunitlicb snaamaeDfalleo. 

31. Vielfach« Puncte and TangeiiteD. tat « eiii 
r«faeher Paact einer Carve, ao acbneldet jede darefc m sdegte 
Gerade die Curve in dieaetn Puncte r mal. Der Punct a gilt 
demnach für r Durchschnlttspuncte der Geraden und der Curve. 
Berührt die Gerade aber im Pun( te a einen der Z»'ei<;e der 
Cnrre, die durch a gehen, ao tiut nie auch den au a uoeodiich 
aafcea Puaet dieaea Zweigea ntit der Carve geniela. in «Heaeai 
Falle sSblt also a dir r-^-l Durchschnittspuncte der Curve mit 
der Tangente. Unter allen Geraden, die durch den Punct a 
gesogen werden kOnnen, gibt es daher nur r Gerade, näniÜch 
die r Tangenten an die r Zweige der Carve, weiche dort die 
Canre la r-fl tuearomenfalleflde« Paeetea aebaelden. Haben 
daher r-^l Gerade diese Eigenschaft, ao hat sie jede durch 
a gezogene tierade ebenialle and « iai ^n (r l)-facher PuaeC 
der Curve. 

Ist Ä dem entsprechend eine r-fache Tangente der Curve, 
so z&blt sie für r der Tangenten, die durch einen Punct in ihr 
eelbet gelegt werden können. Aber sie aihlt ffir r 4- 1 Tan* 
geaten hi Besag aaf die Darehaebaitlapaaele dieser Geradea mit 
der Curve. Von jedem Puncte der Geraden A gsbea alao r 
mit Ä selbst zusammenfallende Tanpenten der Curve aua. Un- 
ter diesen Puncteii i^ind nur r, von denen jedesmal r -|- 1 Tan- 
genten ausgehen, die luit A zusammenfallen. Gibt es in A noch 
daea Paaci der diese lelstere Eigensehall hat* an hat sie aach 
Jeder aadero Pnaet der Geradea A$ aad diese Ist alse eine 
(r -I- l)-fiMhe Tangente. 

Dies rersasgeeetsf, feigen die Silse: 

Lehraata I. Baf eine Curve der n/^tenOrdnumg einem 
»i^Ms» AMel a, 90 l9t etm dIwüMi wüm m 0ermi$m, 
dK» jMia « seMini. 

Denn jede Garade, welche a mit eiaem heliehigen Puncto dee 
Ortes varbiadat» hat arit iha «-f-l Paaste gsania, Ist alse 
aelbst ela Teil dea he t rs i i B ds» Ortes. 
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BbMto eiitot«lit: 

Lehrsatz 11. Hat eine EinkülUnde der m-tem Claete 
Mim w^-fmk0 Tangente» so ist Me ein SIfeiem von m auf 

^ffflflM* iBtei<M^Mi JlMMM^teM Oktmätt^m 
mImWmr VBvWIOIV •M^VIMWIS rmmBmmmt 

Ferner: 

Lehrsatz III. Eine einfache Curve n-ter Ordnang kann, 
wenn sie einen (n—l)- fachen Funct hat, keinen Dapjrei- 
^wm^^^ ÄBPÄ^ki^ ^ktpAtf^te 

Denn die Gerade, m eiche diefle beiden Pancte verbiodet» 
kitte il-fl Durchschnittspuncle mit der Curve gemein. 

Uem entspricht der Satz: 

Lehrsatz IV. Eine einfache Curve der m-ten Claese 
kann, auM%er einer {fn—l)'faeken TangenU, keine Doff^ 
tangente haben. 

Denn sie würden für ihren Üurcbscbnittspuiict «l f 1 Tan- 
genteo rtpfiMitieren. 



$. 6. 

Ce»ciM«cti«imciie Pucte aad TM^eatea Bweier 

•32. Zahl der Durchschnittspuncte zweier Curven. 
Iii wieviel Puncten schneiden sieb stvei Carven besfiglicb von 
der Ordnung n und n't 

Ali ein selbstverst&ndliches Axiom aogenonroen, daaz «He 
2nM dw Dmdiselniltlepaocte allein von den Ordnungen • nnd 
abhingt, bleibt diflne Zahl miverlndertp wnno wir Ar die g«< 

gebenen Corven andere Orte derselben Ordnung substituieren. 
Setzen wir flir die Curve der n'-ten Ordnung n' Gerade, so 
schneiden diese die Curve der »»teo Ordnang in n.ii' Puncten. 
Das liefert den Satn: 

Lehrsatz I. Zwei Carven betügUch ton der n-ten und 
n'-ten Ordnang schneiden eiek in n.n' Puncten, die anf- 

TW 94tr §Mmmt§§tik iiiiawiWiHfWftiitf ttkt Umn ' 
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Man «ift^ swoi CmvM htkm «ine wm§l^umtil§§, ärw^fwn 

ttpe, vierjnaült§9, ßii^pimettge, »eektpmifliie, , rpumt 

Hffe Berührung, wenn sie zwei, drei, vier, fünf, sechs, ,.,.,|» 
aofeinander folgende Poncte mit einander -gemein haben. 

a. Einfluss der vielfachen Puncte. Gehen durch 
einen Punct a r Zweige einer Curve und r" Zweige einer an- 
dern, ao muM dieeer P«ncC aln Darehecbnittepunet einen jeden 
Zweigen «ler ernten Onrve nrft jednai Zw^gn der sw^len 

Curve angesehen werden. Er zfthlt mite fOr r.T* anaemmen- 
fallende Durchschnittspuncte. Haben auszerdem ein Z\i-eig 
der ersten Curte und ein Zweig der zweiten Curve in a eine 
gemeinschaftliche Tangente, so haben nie dort awei gemein« 
nehnlUiebe Pnncle, und « gilt nleo flir r,r*^\ DarefcaebniCIn- 
poncte. Haben allgemein die beiden Cnrven in a # gemein- 
schaftliche Tangenten, so aihlt« Air r,f*^9 gemeinechailliehe 
Puncto der beiden Curven. 

In dem epeeiclien Falle, «renn r Tangenten der eratnn Gnrm 

mit Tangenten der zweiten Cur?« Im gemeinnchaftlichen 
Poncte a in eine einzige (aerade T zusammenfallen, stellt die- 
selbe, r'^r vorausgesetzt, gemeinschaftliche Tangenten vor, 
die Zahl der in m vereinigten Durcbecbnittapuncte ist also 
r'Cr -!>]). Diene Zahl Icann aber nocb grOsser werden, und 
swnr jedesmal, w enn die Gerade T eine innigere Rerfihrung mit 
einer Her beiden Curven eingeht, das heiszt, wenn sie dieselbe 
in mehr als r-f 1 oder r'^l mit a zusammenfallenden Puncten 
schneidet. Hat z. B. die Gerade 7* in a mit der ersten Curve 
8r Pnnete« mit der aweiten r'^f 1 Puncte gemein, so gilt der 
Pnnet « nli ein rfr' •|>l)-mnliger Dnicbedinittepnnct beider Cur» 
ven. Hieraua ist leicht au zeigen, dasz, wenn ein System K 
ven r Curven der zweiten Ordnung, die den Punct a gemein 
beben und dort eimmtlich von einer Geraden 1 berührt werden, 
eowie eine lieliebige andere Cnrre die r* Zweige besitzt, 
die eimmHicfa dnrcb « geben nnd dert dien&lln nlnmtlich ven 
der Geraden T berOhrt werden, gegeben sind, der Punct a in 
diesem Falle Durchschnittspuncte der Curve C mit jeder 

der Curven des Systems jT darstellt, dass er ali<o fiir r^r'-f I) 
gemeinschafkliche Puncte der Corvo C und des gesammten Sy* 
ateme der Owen K tiblt. 
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#. Zftkidier gemeiBscbafCliclbaBTftngeiiteii Btreier 
Cttrven. V^UsItodig «wlog beweist mb Sats: 

Lebrsatx 11. Zmet Qarven beglich der m^ten tinä 

Und so weiter*). 



33. Zahl der fiedinguDgen, denen eine Curve ge- 
nügt, die einen r-facheo Punct bat. äoii eine Curve 
flweb «iMii bMÜauiteii Panel m gsbeo, »o gilt dlM oÜMiliar 
fir ÜM JMMiVidV- 

Dnreh a legen wir «ine Gand« J. ttoU asn die Cnn'e 
aaeh das m lianacfcbattaa Paaet dar tiaradaa Ä aathaltan, aall 

aUo die Curve niebt blos durch a gahao, sondern auch die 
Gerade Ä in dlaaam Pnaete barObraii» aa siblt daa f«lr mmI 
Bedinffunffen. 

Wir legen durch a eine zvreite Gerade Af Soll nun die 
Curve auszer den beiden benachbarten Puncten von A auch 
den Punct enthalten, dar in der Geraden Ai dem Puncte a un- 
•ndlidi aaba iat, ao wird daa lUr dral Bedingungen gelten ; in 
dlaaani Falla aehneidet abar jede durch a gezogene Gerada la 
diesem Puncte die Curve zweimal, a ist also ein Doppelpunct 
der Curve. Soll daher die Curve in a einen Doppelpaoct babaiit 
so zihlt derselbe rar A-ei Bedingungen. 

Hat die Curve in a einen Doppelpunkt , was drei Bedin- 
gungen entspricht, so schneidet jede Gerade A, welche durch 
a g^t, diesellM in strei in a zusammenraUenden Puncten. Soll 



*) Die Bigencihaftm der Ctarren von f Bgi>e a «r 01mm Mten stell aas 

den Eigenschaften der Cnrren von b«8tiomter Ordnung and nmgekehrt 
mittelst des Principt der IhialilSt nb, das wir &ls aelbatotrttmndlich nnd ab- 
a9ha anieben, dai haut ala onabhangig von einar •pedeUeo Titeorie der 



i. 7. 





Curwm 
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die Curve nun darch eioeii dritten unmittelbar folgenden Funct 
von Ä goban, mII »ie also nit der Geraden ia m drei Pancta 
gemdn Italien, eo ist dlea offenbar eine neaa Bedingung. Ver^ 
langt man dasselbe für ztvel andere Gerade Ai and Jg, die 
ebeiiralls durch a gehen, so haben w\r im Ganzen sechs Be- 
dingungen. Gehen aber durch a drei Gerade, deren jede die 
Curve in diaaani Puncte dreimal eebneldet, eo Ist dieaar PaaeC 
ein drelfaeher Punct dar Curve. Soll also a ela draUaebar 
Pnnct der Carva sein, ao slhlt daa ffir Mekg Medii^n§m. 

Al^Semein sei d?p.i die Zahl der Bedingungen, wenn die 
Cnrve in a eineti (r — l)-rachen Punct haben soll. Jede Gerade 
A, die durch a peht, hat dann in diesem Puncte r — 1 mit der 
Curve gemein^chaniiche Puncte. Soll nun diese Curve noch 
den nldiatrolgenden Pnnct dar Garaden A eallialtan, daa heisst, 
soll die Gerade A r Puncto mit der Curve geroein haben, ao 
ist das eine weitere Bedingung. Wird dasselbe flir r— 1 an- 
dere Gerade verlangt, die auch durch a gelegt sind, so haben 
wir im Ganzen srr-i-{-r Bedingungen. Gehen aber durch a 
r Garada, deren Jade In dieaam Puttete r gemdnadMUkfca 
Pnncte mit der Curve bat, ao iai nach Nr. 31. « afai r»faeber 
Pnnct der Curve: folglich gilt, wenn der Punct a ein r-facher 
Punct der Curve sein soll, d'tca ßr Xr = »r-i r BHbl§im§9m, 
das hciszt es ist allgemein 

«r = 4r(r + l). 

34. Zahl dar Badingungeu, die aina Carve voll- 
atindig beatiBmea; Carvanreihen vom Index N. Dorcb 
wieviele Bedingnngan int nun eine Cnrve «-ler Ordnang ba» 
atimmt? 

Soll die Curve einen n- fachen Punct a enthalten, 8o gilt 
das nach dem Obigen für in(n-f 1) Bedingungen. Nun ist aber 
eine Curve n-ler Ordnang, die einen »'fachen Pnnct entbiUt 
nncb lfr.3l. daa System von n sieb in diesem Puncto jidioai« 
dendar Geraden; diene sind almmtlicb baatlmm^ aobald Ia Jeder 
derselben ein xwaitar Panct gcfeban int ond aomit ergibt alcfa 
der Satz: 

Lehrnatz I. Die Zahl der Bedingumff€n, welche etm 
Curve von ge$eö€ner Orämtnf n woüetimMg öeeHmmem, 
iet gleich 



Digitized by Google 



4t« 



Erttn CtpM. 



4ii(n+l) + «=in(n+3)*). 

Sind nur \n{n |- 3) — I Bedingungen gegeben , «tu gibt e« 
unendlich viele Curven der ii*ten Ordouiig, die dieselben cr> 
IÜIIm. Unter ihnoi w«rd«« imaier ein« tiMtimmte Anxahl doieh 
einen beliebiffen Pmiet gehen. Diese Zelil sei v. Die go- 
ennniteB Systeme dieser Curven, deren Zahl unendlich gross ist, 
nennen v.\t eine Reihe M« ChtrvMi Mr «-Im Mmm t wmd 
vom Index n •*). 

So bilden z. B. die Tangenten einer Cunre der fli len Ciaeee 
eine Reilie der ersten Ordnung vom Iudex M. 

In AllgeneineD gibt es immer eine Curve, welche eine 
gegefiene Reihe einhüllt, das heiszi in jedem Puncte eine der 
Curven der Reihe berührt. Die ganze Reihe läszt sich durch 
die stetige Bewegung einer Curve erzeugt denlieo, die gleieli- 
seltig die Ferm und de« Ort verinderl und debei etete den ge- 
gebenen Bedingungen genOgt Die Puncte, in denen eine Curve 
einer Reihe, die ihr unmittelbar benachbarte schneidet, sind 
gleichzeitig die Berührung^puncte zwischen der ersten Curve 
und der Einhüllenden der Reihe. 

In einer Reihe von Curven n ter Ordnans* Icann man jede 
einzelne als von dem Werte einer bestimmten variablen tirOsze 
abhingig beliechten, wie etvra» nie ein Beieplei Mnfttbren, von 
dem Prednete der eobernenlecbe« Veribiltnisse 

worin a, b, c drei gegebene Puncte in gerader Linie bedeuten, 
lind Xi, x^t Xf, Xm die Puncte sind, in denen diese («erade 
die Gnrve edbneldet. 

Dieser GrOsse, deren verschiedene Werte zur Bestimmung 
der vereeblodeaen Cmvett ela und deneibeii Reibe dienen, 
|iiegt man den Efomen Pen m ete r so geben. 

*) EbsBM ilt eise Onrve «.ter Omm denk ^«(M-f 9) Bedingungen 
bcMimmt. 

•") JoiKfuiires, Thfnremtt g€n&aux concfmant Us covrhtt <f<om(trl<futt 
plane* dun ordre fueiyvoitfiM. (Joonuü de M. LiomvilU, AttU 1861. 
psg.llS> 
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Hfogt di* CwT» von imtiomlaii FmetioMD «Im Pan««- 
tm ab^ M wirdw di« verscbiadaiiM Warte diaaar FunclioBan, 

ea seien r, ebenso viele Carven bestimmen, welche alle ein 
and demselben Werte de« Parameters entsprechen. Die Gruppe 
dieser rCorven kann als ein Ort der r.n-ten Ordnung betracb» 
tat «rardaa, uad die gegebena Reihe ala ^na aolelie von dav 
r.ü-tan Ordmnig» in welcher jeder Wert dea Paiaaielaia aar 
•iae eiosige Ganre ladhrMaalMert Eine solche Reibe kaoa 
man wutammenoetettt nennen mit RQiksicht aaf die Corven 
«•ter Ordnung, und einfach in Besug auf die Gruppen oder 
Carvea der r.«*ten Ordnaog. Daher ist klar, daas der Fall 
einar aasaniBei^saaelaten Reihe, aaa dieaeni Geaiehlapancte 
aofgefaszt, auf den der einfachen Reihen anrflckt^efihrt wefdea 
lOMia. Wir u erden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgfiUig ob die Elemente derselben einfache Curven oder 
Grappen von Carven sind. 

38. GrOaate Zahl der Doppelpnncte. Aua dem in 
Nr. 34. hewieaeaen Salae ergibt eich falgendea weitere Tbeerem: 

Lehraata II. EkM einfmekß Otne der »-«m 
«Mir lofiJi tfUt Eint€khm Mr SjßUaem nur 
D öp fe ipw ete heben. 

UStta aie ainlleb eiaea Do|ipel|Niaet mehr» so hSaate man 
dorch diese ^n — — 2)-|-l und durch andere n— 3 Puocte 
dieser Curre, daA heiszt im Ganzen durch \{n — 2)(n — 2-f3) 
Puncte eine Curve der (a — 2)>ten Ordnung legen, welche mit 
der gegebenen Carre 

'2 1)(«-2) + 1 1 -f n— 3 = n{n -2J + 1 

Dnrchschnittspuncte bStte, «ras unmöglich ist, nenn die ji^ege- 
bene Curve nicht aus Carven einer niedrigeren Ordnung zu» 
saromengesetzt ist*). 

9. 8. 

MeFerlsmen CbAsles' a. Am Theerem vea Caraot. 

36. Das Poriama Chaalea' für eine Ortftcnrve. 



•) Plüeker^ s. s. a, & II». 
CrcMMflf gif CWim. 4 
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sei (Fig. VI.) aöc ein Dreieck. Rin beliebiger Puiict a vno be 

oc 

bt durch das VerbültiiiwE j^, ebenso ein Pauct b »af ea dorcJi 

dM VarbSltelss gsgeban. Ziehen wir die Ganden ma nnd 

Üb, and sehneideii diesdben sieh in m Ist dieser Pnnct 

ac hc 

▼ollständig durch ilic beiden VerbHltiiisze ^ und ^ bestimmt* 

Diese VerbSltni$!ze betrachten wir als eine Art Coordinaten 
des Punctes m. Die Gerade cm schneidet im Puncte c, 

wodarch ein drittes Verhiltnisx ^ entsteht. Diese drei Vec- 

hiltnisse sind unter einander durch eine einfache Relstion ver- 
bunden. Man iiat iiänUch nach dem bckanaten fktunm ia» 

bc ac _ cb 
ba aö ca 

Liegt der Punct m auf einer der Seiten ca oder cb, so ver- 
schuindet eine der Coordinaten, liegt m dagegen auf aö, so 
«retden beide Coordinaten unendlich grosz, alier ihr VerhilCniss» 

ansgedrSckt durch — ist eine eodlidie Grüsze. 

Lassen wir jelit den Ponct m sieh auf daer Geraden be- 
wegen, so erzeugen die Puncte e und ( Mif €^ nnd Ca swei 

projectiviscbe Punctreiheii, da jeder l^age von a nur eine Lage 
von b entspricht und umgekehrt. Es besteht folglich zwischen 
SC bc 

den Verhiltoissen ^ nnd dnrcb welche die Prade « nnd 

b bestimmt werden, eiiK' Gleichung, die für beide vom ersten 
Grade ist Da nun für den Punct, in \velchem die gegdbene 

AC bc 

Grade «fr sebneldet, beide Verblltniste ^ und ^ nnendlicb 
werden, so baoa diese Gleiebung nur die Fern: 

0) i5+«'R+'=« 



*) Von Ctva im Jahre 1678 gegeben. Man scbe Cha$U*. A^ter^u 
httnrifMt & IM dar dcoiadm UcberKtsnog. 
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iMiran. DiMe RdaHwi siriichtn Coordinaten einn b«lie- 
gt» PancCm m «iiier gvgebenMi .Genden beimte dir mMim§ 
^ Ar AfwdlMk 

Untemebea wir JtCit, von weldb«? Form di« Rotation wr't- 
•chen den Coordioaten des Panctes m ist, wonn deraelbe aidi 

auf einer Curve der n-ten Ordnung Itewegt. Kine Gerade, 
deren GleichuDg die (I) sei, schneidet die Carve in n Puncten, 
folglich musz die Gleickun«; (I) und die gesuchte Gleichung von 

m Coordinatenpaaren ^* gleichzeUig erfQlll werden, die|^ 

suchte Relation ist daher notnendig vnm n tt*n Grade fÖr jede 
der beiden Coordioaten des Punctes m, und da die Zahl der 
Bedingungen, irolcbe ein« Curve n-ter Ordnun«; hestimmen 
iMn 4- 3) ist, so Binsii dio fragliche Relation ir^n -f 3) von ein- 
ander «nabblngigo CoelKcleoton halten. 

Hieraus ergiht sich der Satz: 



Lehrsatz 1. Bewegt sich ein Punct m auf einer Curve 
der U'ten Ordnung, so besteht %tngcAen den verändern- 
ekm OtorStnatem de» FimeU» m €imB keHimmtw Rtiattem 
99m äer tmrm: 



weiche man die Gleichung de» Orte* des Punctes m 

Und dem entsprechend : 

Lehrsatz II. Bewegt sich ein Punct rn der Art, das% 
ueischen seinen Coordina/en eine Gleichung von der Form 
(2) besteht, so ist der Ort des Punctes m eine Curve der 
«•UM Ordmaig, 




Digitized by Google 



52 Em C^nM: [§>8. 

37. Da« Porisn« CbasUa* für BlnhdlleBde. 
Ea Mi wiederam «te ein Or^ecfc. Ei» Panel a In äe, liealiainit 

dnrch daa Verhaltnisz und ein Ponct ( In oc, Imatinnit « 

durch daa Varhiltni«s baaliniBen lasaauMn «iae Garada 

cö (a 

all, welche demgemäsx durch die VerhSitnisze — und ^ voll- 
ständig gegeben ist. Diese Verhältnisze nennt man Cowräi' 
uaten der Geraden. Sie trifft die dritte Seite ab in eioem drit- 

tan Pancta e: dadurch eiilataiit aia naaea Varb&ltaias -. Dieaa 

M 

drai Verhältnisse sind nach dam Sata daa JVtiiWm«*) darcb 
die aiaCache Relation : 

ab ba cb 
ae ' bc ca 

verbunden. Geht Hie Gerade ab durch einen'der Puncte a und 
bp so verschwindet eine der beiden ('oordinaten, gebt dagegen 
die Gerade durch c, so Herden beide Coordinaten unendlich 

groei, al»er ihr Verbfiltniax bleibt endlieb gleich ^• 

Laaaaa wir jalat die Gerade ab rieb an einen faeien Pnnel 
drelMn» aa araangan die beiden Pnaete a und b zwti prajecli- 

vische Punctretben. Es rousz al«o sirischen den Coordinaten 
der Geraden ab eine Gleichung des ersten Grades statt haben. 
Da nun, wenn die bewegliche Gerade durch c gebt, beide Coor- 
dinaten unendiieb werden, so liat die Gleichung die Form: 

Diese Relation zwischen den Coordinaten einer Geraden, 
die sich um einen festen Pnnct dreht, nennen wir die Qleickitng 
4M nmetM, ala EiiMiaade der bairaglicbeo Geradaa aaf- 
gefaaaC. 

Die Gerade «b bewege sich ferner ao, dasz sie von einer 
Car?e dar ai-tan Ciaeaa anhOllt werde. Waleba Raialiaa ba- 



*) jr«n«la«a, »Wiw, III, 1. 
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steht dann zwischen den Coordinateo der üeivegHchen Geraden? 
Von einem beliebi£;en Puncte, deszen Gleicbaog die (1*) sei, 
geben m Tangenten der Curve aus, das heiszt m Lagen der 
lMw«gliclieo Gerate. Di« gesaehle Rctotfon and dl* Glei- 
chnig (I*) inteBMi gMchieitfg dardi m Systeme wom Wer^ 
tan der Coordinaten erfOllt werden, woraus sich ergibt, daes 
die gesuchte Relation für jede der beiden Coordinaten von 
m-ten Grade sein niusz. Da nun aber die Curve m^ter Ctaaae 
doreb im(m-f 3) Bedingungea baatlmnt ist, aa muas die Ra> 
la^n |n(iii-|-3) von tfnaader nnabbiogiga Goafllciaaten ent- 
halten. 

Hleraos folgert aicb der Sats: 

LekraatB IIL Bemeffi Mi tUm Ütrwte §9, 4atm §U 

MH» einer Curve der m-ten Ckute umküilt wird, so be^ 
steht imschen den Coordinaten der bemefUekem Qeretdem 
Ständig eine MelaOon von der Form: 

+ 

die man ata die Gleichung der EHMUendem der 
wegUehem Oer aden aneeken hanm. 

Umgekehrt «r^t aieh noch: 

Lebraati IV. Bewegt etek etne €^$mde eo, daan Mra 
Coordinaten beständig einer Oleiekmg von der Form (2*) 
geniiffen, so ist die Efi Mitende dieser eeraden eilte (krve 
der m-ten Ciaeee» 

Dia In den beiden letzten Nummern bawieiiaaen «richtigen 
Poriaaan siad von Cknsles gagaben*). 



*) Apmytt AwlonifiK, p. 880. 
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38. Das Theorem von Carnot. Wir wmden au wi». 
der zur Gleichuog (2) £^r.36. In den Piweteu 

ü,tf,iC, «(•-»), 

in deoen die Corve, welebe sie damtollt, dl* «Mmd* eb «ebnei- 

det, wird die Coordinate jjj = 0, die andere Coordinate lolgt 

bc 

aus <ler Gleichung, nenn uui jj^sO in dienellie eolistituiert 
Aar dieM WeiM entstellt: 

ae a'c «V e»-» )c ^ 
ö • i?* • • • • • i5=ili i • 

Gbemo erfailt mn ihr die Puncte 

in denen die Curve die Gerade cm «dineidett 

be b'c 6*e ¥f^e , , g 

Dividiert oian ferner Gleichung (2) in Nr. 36, duicli 
und beacbtet den Sats den «o entsteht: 



+ 



Setsen wir hierin j^aO. so erhalten wir die Darcbscbnitt«- 



der Curve und der Geraden aö; folglich ist auch: 

Diese drei BeeaUate «U einuder vethnaden liefern die 

Gleichui^: 



Nr. 88—99.] 
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I • 

lladwek Ut das berOhmte TiMoraM von Cmrnot*) bewiew»: 

Lehrsatz V. Schneidet eine Curve der n-ten Ordnung 
die Seiten öe, ca, ab einet Dreiecke aöc öe%ä§iieh in den 

«*, ....,««^>; 
«, f , C", «<"-»!, 

«9 MMU «MMT IM» AMetoiv (3). 
Dieser Satz lisst »Icli mot jed«ii beliebige Polygon erweitern. 



(3) 



«19. Anirendnng auf CarTon tweiter Ordnung, iei 
»=;], so mit das Theorem von Carnot mit dem Satze des 
Meneiaue zusainmen. Ist n = 2, so ergibt sich daraus eine 
Eigenschaft von eecAt Fum teii einer Curvü zweiter Ordnung. 
Da MiB aber elno Curve der streiten Ordnung naeb Nr. 34. 
dureb fünf Pnnele bestininit ist, so bat na» «ngokehrt den 
Sats: 

Lobrsnts VI. BMmmi wum mtf dm 8tUm «e, em, 
ük JiM» OrtUek» kmStUeh He Pimel» 

eo, dornt upiechen Uuten die Olei eM mg: 
«k.a'b.bc.b'e.ca.Ca 



*) Giometrie de poaiiiou, Farii. 1808. p.S91. Deutscb VOn Ü^kuwuttk^r^ 
Altona. 1808->1810. mit Ziufttien von Gitm»». 
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Erttu Coftitel, 



Fallen die Punete •% K C reepeelive nül «, c 

inen, berührt also die Carre die Seiten des Dreleclw in 4, ( 
und c* «o geht die obige Gleicbung filier in: 

Dm obere Zeichen kieu nlcbt geltea, da eenst nach dem fSatie 

dte Menelaus die Pnnete a, c in gerader Linie liegen 
raOszten, ontl eine Curve zweiter Ordnung nur zwei Puncto mit 
einer Geraden gemein haben kann. Nehmen wir also das ne- 
gative Zeichen, so folgt, unter Annendung de» Satzes von 
€999, daax die drei Geraden «o, AI, er aicb in einem Pnnete 
eehneiden. Folglich haben wir den Satsi 

Lehrsata VII. tH €tm CmrvM tweiter Ordnung Hmem 
Dretedt tütgeweMeUn, 99 9€kMtd9H 9§ek dfe 69r9iUm, 
welche üe Scheitel mit den gegenüberliegendem BertUkr 
rmvsi!l»iHi««M verblndem, in deauelöem Ftmcte, 

a. Anwendung auf Cnrven dritter Ordnung. Fffr 
iis3 erhalten wir aae dem Theorem den Cmm9i das nene: 

Lehreats Vlli. Schneiden die Seiten öe, ca, ab einee 
üretedte aöe eine Cnne der dritten Mm9§ hmM^ek 
In den t^meten 

eo findet Mtciechen den enietehenden Aöechnitten der drei 
Selten die eMeknnß etnU: 

^ ab.a'b. a"b .bc.b'c. b"c .ca.c'a.c"a 

^' ac. a'c.a"c . tta . b'ö . b"a. cb.Cb.C'b"^ 

Liegen nun die necha Puncto 

9, «'I f; c, t 

in einer Cor?« der sweiton Ordnung, so ^It l&r nie die Glei- 
ehnng (4). Dividieren wir durch dleee die Gletchmig (B), no 
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nnd di« Pmcto a". e" liegen dalMr ia gend«r Lkri«. Lto- 
gea ngtkibrt K r te geradar Lfaiie» ao beMen «eh 
die übrigM Mcha UndMchDill^Ml» «af «in« Canw tw«lter 
Ordnvng. 

^. ForUalsnag. TangentUlpanet Bmtebt der Ort 

der zweifen Ordnaog (UlfWft aus dem Systeme sweier zumoi- 
menfallender Geraden» ee geht der ebige Sets ie den feiges- 
den fiber: 

Lehrsatz IX. Legt «MM direk die Punete, in denen 

eine Curve dritter Ordnung von einer Oeraden getchnit' 
ten wird, Tm^enien an die Curve, so schneiden diese die 
Curve in drei neuen Puncten, die in einer wmeiten Oeraden 
Megen^ 

Berfibrt eioe Gerade eine Corve der dritten Ordnung im Puncto 
« eed echnddet eie elnfiMh im PaMle §f*^ so betest der Penct 
der TKi^Mtitfpmiet ven «; wir kSneeo daher auch sagen: 

Lehrsatz X. Liegen änt ^mete einer Curve der drit- 
IM Ordmmg in einer Germden R, eo liegen ihre Tangen 
Halftmeu in einer wmeiten Geraden 8, 

Die Gerade 8 belsst der Geraden Jf Mg mr^tM (retta 
aattelite), diese dagegen beiszt A\e primttin, DerDareb* 
scbnittspanct beider Geraden heiest der be^ O rämUe Flm€t 
(pnoie aattelite) von R, 

Ist R eine Tangente der Curve dritter Ordnung, so HÜlt der 
beie;eordn«>te Punct mit dem Tangentialpunct des Berührungs- 
pnnctes zii^iaramen, und die beigeordnete Gerade ist die Tan* 
gente der Curve im beigeordneten Puocte. 

C. Fortsetzung. Wird die Gerade eine Wenda- 

tangente der Canre der dritten Ordanng» ae er^bt akb der Sats: 



*) Man sehe die Abhandlnng Maclaurinn . Ufber die Curven der 
dritten Ordmatg, Obersetst voo Jonquikrtai ^ilangts de G4om4the ptm, 
Farii. 18S6. p.SiS. 
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Lehrsati XI, ZMt mm mm 9hmm Wmnimmieu tt- 
ner Cime dritter Ordmmg ärti beliebige Trangveraalmk, 
90 »ehneiden diese die Curve in teek» Fmmmm, die Ai 
einer Carte der uoeOen Ordnung Hegen, 

Lie«;eii von diesen sechs Piincten drei in einer lieraden, 
tieften die drei übrigen ebeofaiU io etaer Geraden. Folglich 
ifilt dann der ^atz: 

Lehrsatz XII. Ziekt man durch einen Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung drei Tangenten an die Curve, 
MO Hegen die drei Beräkrungepunete in gerader Linie*), 

d. FortsetsnDg. Liegen die Poncte a", b", c" in geru" 

• liT Linie, so liegen die andern sechs a, a'; b, b*; c, c' in einer 
Curve der zweiten Ordnung; fallen nun von diesen drei a', i>\ 
C' io einen Punct zusammen, so ergibt sieb der neue Satz: 

Lehrsatz XIU. Berühren drei Transversalen, die 
durch einen Punct a' einer Curve dritter Ordnung gehen, 
äta90 im M AMCfm ü'\ b", c" in gereOiw UtOe, Mtf 
$UMm8m§ M «vi mnUtn fmmUm ; K t, m Imi m§ 
Curve der dritten Ordnung in a' eine dreipunetige Berüh- 
rung mit einer Curve weiter Ordnung, die gieichneMg 
durch die Puncte b, c geht. 

Fallen a" , b", c" in einen Wendepunct suaanmen, ao folgt 
au(i dem letzten Satze der neue: 

Lehrsatz XI V. Jede Transversale, welche durch ei- 
nen Wendepunct einer Curve dritter Ordnung geaogen iet, 

mit dim mtä ärnw^nrnt Ourwe «üttür Ordmmß MMf 4M 
pmmi^d BdtBknmfmi kut**^ 

Hieran« folgt noeb: 

Lebreati XV. Utolf «m Are* cAmi- UMQMMef 
etmer GKtPd ttrttttr ^Mkmmf dlim MmiUkpeitie mt ^It 
Our90t m kti dlt9$ te Ann tmeltmt BertUtnmfvmmte 



*) JfacZaitr»«, u. a. 0., p. 
' **) Peacelsit dmdfss dt$ tmmmmbi, (CrMts Joaiwd T.t. Ber- 
lin, Baimar. 188t. & IM^IS».) 



Nr.99c— 40.J Di» Gnau^ine^^ 59 

eim M tkam m el tM BirMmm mU ekutr Owe äta 



.40. Der Satz von Cbasle« fiber di« Tangenleo ei- 
ner Curve. Wir betrachten jetzt sweitena «ine JlftrttIteiMfa 
der fli*ten Claene. Sie sei g^g^^i^ dvreb die GMcfcoae (3*) 
In Nr.3S. Cm die Tangenten der Cunre, «relcbe durch « 

In 

gehen, eu erbniten, miesen wir in der Glelehnng g^^O aetien. 

Die resultierende Gleicbong gibt die Werte der xwelten Coerdi- 
nnten der Ptanete 

«, a', «f , «t— »), 

in n-elcben be dnrch die Tangenten geaehaitten wird, die dnrch 
a gehen. Anf diene Welae eninleht: 

a«^ füüri!*— / 

FOr die Pnnete 

I», b', b". a(«"->), 

ia deoeu ea durcb die Tangenten, welche durch b gehen, ge- 
achnltten wird, erhalten wir die entnpiechende Rehtion: 

ha b'a b"a K'*-^ )a . p 

Dividiert man die Gletehnng (2*) in Nr. 3& durch m*d 
beachtet die Gleidinng 

•5- ^ — ^ 

se erhall ntaa: 



«) Pi«flft«r, CUw ChnMi dMMr Orvfaniy wtd anafyiuel» BmtußA' 
rmg, <Cp«II«« Jeanal T.S4. BerUa, BdMr. IMT. 6.890.) 
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SeUen wir hierin |^ = 0, 6o ergeben «ich hierau« die Puncte 

c, e, C<P-*», 

iD deueii od von den Tangenten die durch c geben geacbnit- 
ten wird. Es ist alset 

ib fb rb C<— , ..Om 

Diese drei ResoUste mit eio«oder verglicbeo liefern die 
Relation : 

ab ^ ^ a(«*-«)& 
ac'a'c' a"c""ai»-^)c 

ca c'a c"a e^^-^^a 
^ cb 'Tb ' c' b ' - ' ' l^i^ 

Hierin liegt 4er Sats*): 

LekrsatK XVL ZMä mm Air«* die 4nt SeheiUi m, 
b, c etnee Dreiedt» ote Tn^nten an eine Curve der 
m-ten Claste^ weidiM Mb BtUem H, ca, ab betHgäck in 
dem Pimeten: 

a, a', a", tt("-»); 

b, ^, n 

t, e ««^»> 



schneiden, eo HHekt t K taektm den AbecknUten, weUke 



Mb MriiM (3*). 

Fir «1=1 enlhilt Glelehaog (3*) das Theerm <lcs Css« 



Für m = '2 bat man eine Eigeoscbaft von aecbs Tangenten 
Gwve Streiter dhsfab leitet danw den Sate ab: 



GMril «v*i«M, Ms, BMhdfcr. IBM. ^M1. 
DtsMoh TOB Seine*«, BmHdnraii. Liibeock. IM«. 



Mr. 4<»->4l0 



Dm Ciiwi»iiir»fii 



«l 



Lehrsatz XVII. /*/ eine Curve weiter C/euse einem 
Dreieck umschrieben, so schneiden die Tanffenttn in den 
Scheitelpuncten die gegenüberstehenden JSeÜen 4n drei 

I). w., u. s. w. 

41. Cnrvenbfiflcbel. Es seien 

cr=0. if=o 

die SU Gleichung (2) Nr. 36. analogen Gleichnngea xweier Ciir- 
▼en der n-ten Ordnung. Ut k eine beliebige GrOsM, so stellt 
die Gleichung 

r+Xlf = 0 

offenlMr ein« neue Curve der »tea OrdiHisg vor. Die Werte 
der C^ecdiiisten ^ und ^> wdehe ü and HP Mnellieren, er- 

ffOllen sueh ille Gleiebeng IT-f 1IP=0; felglich liegen die 

Dnrcbfichnittspuncte der beiden Curven 17=0 und ITssO «Ifo 

auf der Curve, deren Gleichung £/+Ai7 = 0*) ist. Da nun fliese 
letzte Gleichung für Jeden der unendlich vielen Werte von k 
eine Curve der n-ten Ordnung repräsentiert, so gilt der Satz: 

Lehrsatz XVIII. Durch die n* Durchsehnietepuneee 
wipeier Cwrven der n-ten Ordnung ianen sich unenätich 
9Me (knm denelbem Ordmmg legem. 

In Nr. ist gezeigt, dasz eine Curve der n*ten Ordoung 
durch |n(n-)-3) Bedingungen bestironit ist. Der letzte Satz 
Mügt nm, dnss fan Al^tnrinen dureh inCs^fS) Pnnete nv eine 
§ÜUtfe Corre der ft-ten Ordnung gelegt werden kann. Gingen 
nSrnlich zwei Curven fi-ter Ordnung durch diese Puncte, so 
inQszten nach obicrem Satze noch unendlich viele andere Curven 
derselben Ordnung durch sie gezogen werden können. 

Durch in(ii-|-3) — 1 Puncte geben nach Nr. 34. eine unbe> 
grenzte Anssbl Curven n-ttt Ordnung, deren zwei sich noch 
in andern 

*) Lami, ExttmtH det dißfreitus mäk»d$s emptagtai poar i dh —^ Im 
prvbiämt* 4h gtomünt^ Paris. 1818. p. S8. 
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Ente» Cainttl. 



Pttnelen «dneiden. Diese geboren daher Mch allen andern 
durch die gegebenen Pvocte gelegten Corren an. Dan gibt 
den Sats: 

Lehrsatz XIX. Durch \n{n -f 3) — 1 beliebige gegebene 
Puncte gehen eine unbegremte Anuthl Curven n^ter Ord- 
nung hindurch, die aunerdem noch i{n — l)(n — 2) be- 
Himmte Puncte gemein haben*), 

Eiae jede dieser Curven ist völlig individualisiert, sobald 
aneier den gegebenen in(n-|-3)— 1 Pincten nech ein beliebiger 
«mitcrer PnneC derselben gegeben iat. Von der nnbegrenxteo 

Zahl der Curven, die durch |ii(n-f 3)— 1 Puncte gcle|;t trerden 
konneD, c^eht also nur eine durch einen n-eitern beliebigen Punct. 
Der Index der durch diese unbegrenzte Anzahl Curven gebil- 
deten Reibe (S. Nr. 34.) i«t daher gleich 1. Eine solche Reihe 
heiezt ein AtfVeilMtecilel. Unter einem CnnrenbOeebel n-ter 
Ordnung versteht man also das System der nnendlich vielen 
Cuiven, die durch ^n(n-f3) — 1 beliebig gegeben und daaiit 
auch durch noch \(n — \)in — 2) bestimmte Puncte geben. 

Die Gesamrotheit der gemeinschaftlichen Puncte eines 
CyrvenbüacheU hci.«zt die Bcui» de» Büschels. 

Entsprechende Eigenschaften greifen bei den Curven einer 
bestimmteu Ciasse Platz. Die m* gemeinschaftlichen Tangen« 
ten svreier Cnrven M-ter Claeee berflhren eine «nbegrenste An- 
saht anderer Kurven derselben Ciasee, es gibt aber nur eine 

Curvc der m-ten Classe, welche Imitn^Z) Gerade berührt. Alle 
Cnrvon Her m-teti Classi», die im(m + 3) — 1 gegebene Gerade 
tierühreu, haben noch i(i9i — i)(m — 2) bestimmte gemeinschaft- 
liehe Talenten, e« n*. 

§. 9. 

42. Der Satz von Jacobi. Von den in(n-f3) Pnecteo, 
welche eine einfache Cnrve der «»ten Ordnung hestininien» krm- 



*) PlUcker, An^i^Ji ■ peomefrMe Eiilimdihmgett. I.BA. Bwwi. U* 
ilSPlur. IBSt. 
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tien nur höchstens n.p—\{p—\)(p — ^2) in eioer Canr« der ^t«« 
Ortlonng liegen, j> <n. Den» liegen 

Paiwto ia irtaer Cnnre d«r jMm Ordmug» # <«, «o liMtiniiiien 
die noch fibrigeD 

Pancte nach Nr. 34. eine Curve der (n — j7)-ten Ordnang, die 
nit 4er gegelieiieii Cvre der ^ea Ordnong eiaea Ort der 
•4ea Ordnaeg deratell^ der dareb aiaualiidNi g^^en« Paaete 
gellt Folglidi gilt der Seti: 

Lebraats I. iaf einer Gme p-4er O r ämu^ iaim — » 

HP-KP- iXr-S) 

Amci» wUtkOrliek mmekmen, mam ämrck 4teM»em eine 
einfache Curee äer n4em Orimuif, n<p, piftyf weräem 



43. Der Satz von Plücker. Es seien zwei Curven von 
den Ordnungen p mnä q gegeben und es sei p-Vq^sn» Aul 
dem Orte der n-lea Ordaan^ dea b^dadnrea aaeanMea dar- 
«toUea, nebaiea wir |ii(ii-f 1 willkSrIidie Ponete an. Durch 
diese Pancte gebt eine onbegrSnzte Anrahl von Curven der 
a-ten Ordnunt» (Nr 41), die noch i(n — I)(n— 2) vreitere Puncte 
gemein haben, uek-be auf beiden gegebenen Curven verteilt lie- 
gen. Von den ifi(a-4-3) — 1 iriUkiirlicben Pancten wollen wir 
aanebawB. ee iBgea np—§ aaf der Curve der ^-ten nad wq^k 
mt der Curve der ^-tea Ordnoag» ao roCiszen nach dem Obigen 
$ and k swei pesitf ve gaaae ZaUea aeia, die der Bediagaag : 

genfigen. Sollen die Curve» nun durch die Punctc, die in ihnen 
ll^eo, beatiauat aaln» ae mflasea die Beaiebangen 



*) Jmeohit De rrf rtü w whiy, g«ae bem kapert Aheat inter jnmda utofw 
stctionis dmmM eurmrm ert. (Cr<l<e« Jonml T. 15. Berlht. Reiner. 1836. 
&2M). 
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Krste» Capitei. 



[§. 9. 



«•J»~^>4l'(j»+3). 
liMtehML Au Ibnen folgt: 

Setzen wir hierin die Werte e'io, welche für g und ä am tslel- 
ebong (1) folgen« so gibt dM; 

«nd daalt idnd die Greoieii gegdben, xwisdien deaea f md k 

liegen mfiesen. So ist ff eiogescliloszen darcli die untere Grenze 
l(p — l)(p—2) und die obere Grenze !)(;>— 2)+J»(n—p)—l, 
und ist ff bekannt, so ergibt sich h ms Gleichung (1). Hieraus 
llieMit der Snti*): 

Lehrsatz II. AUe Curven der Ordnung n=p-\rq, 
die man durch n.p^^g Funete einer Curve der p-iem wnd 
. ämek «.f — A AM0fff «Amt Omwe Ar f-lm IMmf 
gm kann, schneiden die erste Curve MC* te g tmd MB 

a. Folgerung 1. Ana diesen» Satze folgt angenblicklkb 
der mtmBt 

Lehrsats III. Damit durch die JhtrcAscAmltspumeig 
wmeier Gtntm 4er n-tm Orämmg dae Sgefem wmeier 
Gmem ätr p-4m tmä {n^pytem Ordmtuig geUgt MrdSm 
t^Hlte, ist es nfftig, aber mich hinreichend, das% von die- 
sen Jharchschnittspuncten n.p—g der Curve p-ter Ord- 
nung und n{n'-p)-rh der Curve {n—pyter Ordnung an- 
gMnm. 



•) Piiefccr. TImtm der algAimttkni (kmn, S. 11. 



Kr. 43—44.3 



05 



Fo.lg0riiBfE 3. Hak 9 seinm kMntten Wert, fc«m 
man dl« l«litoB SIIm «neh f«lgeii4«niuwi«i faaaeni 

Lebraats IV. Mf Atm 4tr «-«m OrHmn§, dU durek 
KP— S) Ftmeie «kur ihave dtr p-4m 9rä- 
mtnff gelegt ist, p<,n, schneidei dUM mmtrdm mek 
In |(j»-ixjr— 2) fuien Fumctem 

Oder: 

Lehraala V. Wum m« diM DurtkadMlUpmteiem 

%tpeier Curven dei- n-ten Ordnung n.p— 2) 
in einer Curve der p-len Ordnung Hegen, p<,n, so liegen 
davon auf derselben noch weitere i{p--l)ip—2), und die 
Mrt^ ii{n^p)fmneu ffiy»» miT «tfMT CtarM der (n~p)- 
Im OFdmnii, 

44. Der Satz von Cayley. Die Sfttze der letzten Num- 
mer aind eadlicb io dem folKendeo allgemeinerii Salae enthalten; 

Lebraata VI. MSmCm eiek r«Mt dem BwrekseMte^ 

puneten mteier Curven Cn von der n-ten und Cm von der 
m-ten Ordmmg, m<,n, m,p ~l(m^p—n—})(m^p—n—2) 
auf einer Curve Cp von der Ordnung ^ < ao Hegen auf 
dt t§9¥ fhd^9d iiO€sA wtUtra 

4(w + P — «— l)(m +1»— » — 2) 

Ptmete, und die Hörigen m(n^p) Pimeta Udfm auf eimr 

Citrve dar (n—p^ien Ordnung. 

Denn besclireibt man durch «)(n — m +3) der {n—m)p 
Durclischnittspunctc der Curveii Cj, und Cm. die sie nicht mit 
Cm gemein haben, eine Corve C«-a iler (n— m)-teii Ordnun»», 
ao baben wir swei Orte der «.ten Ordnung, Cn und Cm-i Cm-m- 
Die Canre Cp eathSit nan 

«M» — i(« -f j»— n — l)(m +p - n - 2) + i(« — mXn — w -I- 3) 

Darchschnittspancte beider Orfe. Folglich enihllt sie nach Nr. 43^. 
necb weitere i(p— 1X# — 2) Durebacbnitlapnncte, nimlieb 
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die Cm und Cm gMoeinseliafklicb hab«ii, mmd 

«• «lA Ci-» «MMin «iBd. Alle UeMiMi HtSMi dMw Mf 

Am Am«« S«Iw Mgt, dMs doreh dl« 

m — + j>— «~ 1 )(m — n — 2) 

gegebsoM, dm Carv«o Cm, Cm, Cf K«n«UMclMiUichm Poict« 

noch 

Kw i-p—n— l)(m + j»— « - 2) 

ebenFalls diesen Curven gemeinschaftliche Ponct« bestimmt wer- 
den. Diese letzten Puncte sind aber unabhängig tod Cn allein 
durch die Carren Cm und Cp bestimmt, und es gilt daher der Salz: 

Lehrsats VIL /<nfe Oirve der »-im Orimmg, dto 
itercA 

m . — Km -f-^ — n — 1 )(m 4-1» — « - 2) 

Dwrektcknittspunete %weier Curven der m-ten und p-te% 
Ordmmg, m<n und ^<n vorautgesetu, UscMrieben Ist, 

45. Anwendungen. Di« soeben bewiesenen SiltM dad 
durch ihren vielfachen Gebrauch in der Theorie der Curven von 
der «llergrösseston Wichtigkeit Wir begnCgen uns hier, «ioige 
li ii « MMt «t« Bii«pi«l« Uarasofagen. 

a. Folgerung I. Schneidet man eine Cnrve der fi4M 
Ordnaog durch swei TraMV«ff«alM b«saglich 1« d«B PaoctM: 

•» ^» fi{ 

•*» ^» 11^; 

md h«lrMht«t dM Syaten rmk n Oamd««» 

••t ^» 

*) Caj/leg, (Cambridge and Dublin Mathematical Joanwl, Vol. HL. 
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als eiaen Ort der n-ten Ordnmg^ «o iMgen nach Nr. 436, die 
•brigM» Oitrüh^KbnittepiiBet« dieMr Geraden m«t der gegebDpo 
Corve in einer Cnrve der {n^t^titn Ordninig. Mast mm dto 

Pancte a', b' , & n' reapeetlve mit m, b, e, ....,« bwmb- 

meiifailen, »o entatabl: 

L«hrsatB VIII. Legt mm 4mrek die Ptmete, I» deßm 
eine Curve n-ter Ordnung von einer Geraden geschnitten 
wird, Tangenien an die Curve, so schneiden diese dieselbe 
MC* «I weitem Pumeten, die eämmtUek auf einer 

OdTM dm («t-SHira UrdlMMf dfafm*). 

b. Folp^erang 2. Auf analog« Art betreib mh dm all* 

geroeineo 2>atz: 

Lehrsatz IX. Legt man durch die Puncte in 4enen eine 
Curve der n-ten Ordnung von einer Curve der n'-ten Ord- 
mtng geseknttten wird, die Tangemen dfir er^ßei^ i^e, so 
dekmeUmdUnibmdleteCdn« in mMiuKfim-%Fmeten, 
dUiOie sMf einer Curve der «i'(i»—3)-<m Ordtmmg tfegen. 

Dieaer Sata folgt uDmittalbar ana dorn a« Aaliag van Nr. dl. 

i»«wie»enen Satse, sobald nan den Complez der n*t^ geaein- 

scbartlicben Tangenten als einen Ort der n. n'-ten Ordnnag, 
und die doppelt gezählte Corve der »Men Ordaang ala eine« 
Ort der 2n'*ten Ordnung anffasst. 

€. Folgerung 3. Die Sitae von Paaeal und Brl. 
enekop. 

Lehr^ats X. Ist eine Cunte driUer tfrdmuag durch 
die Scheitel eines Sechsecks und durch %w^ der drei 
Puncte, in denen sich Je zwei gegenüäersiehemde Seiten 
eekmiden, beschrieben, so geht sie auch durch den dritten 
dieser Amcte. 

Denn die «rate, dritte und fünfte Seite des Sechsecks biU 
den einen Ort der dritten Ordnung» einen sweilen Ort der drit- 
ten Ordnung lierern die drei fbrigcn Seiten den Seebeeefce. 
Die neun Durchschnittspunete dieser beiden Orte sind die necha 
Scheitel des Seebaecka und die drei Dorcbaehnittapnnele der 

*) Peacflef. dts ewMverMlm. |kS97. 

5* 
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jl«geiHlberli^tMden Seiten. Von MttMn liege» nach im Vor- 
asaietzang Mht in der gef^ebenen Carve, dfeae mlhllt du» 

nach Nr. 41. aach den neunten, q. e. d.*). 

Liegen die sechs Scheitel in einer Curve der zweiten Ord- 
nung, CO liegen nach Nr. 436. die übrigen drei in gerader Linie. 
Dies gibt das berfihnite Theorem von Pateal: 

Lehrsatz XI. Die Gegenseiten eine* in eine Curve 
vweiier Ordnung eingescArieäenen SecAsecMt schneiden 
tiek im int PtmeUn, die im fermder IMe liegen**). 

Aus diesem folgt mittelst des Priocips der Dnalitfit der Sat» 
»eo Brianchon***): 

Lehrsatz XII. Die drei Geraden, wetehe die gegen' 
UberHegenden Scheitel eines um eine Curve der Mweiien 
(91mm betekri^enem AeiMet» ffrMM0% «dbMMm 9iek 



d. Folgerung 4. Es sei ein Sechseck einer Curve dritter 
Ordnung eingeschrieben; 1, 2* 3, 4, 5, 6 seien die Scheitel; a, 
b, e bezüglich die Darcheciinitteiieiicte der GeKenMlton [IS*45]t 
[*23'56], [34*61]. Lisxt mau nun die Puncte 1 und 2 sowie 
4 und 5 zusammen fallen, »o bilden die Puncte I, 3, 4, 6, ö, C 
die Scheitel eines vollstKndigen Vierseits und a ist der Durch* 
scbnitt der Tangenten in den Puncten 1 und 4. Das gibt 
den Sats! 

Lehrsats XIII. Ist ein vollständiges Vierseit einer 
Atm driiter Orämmmg eingesckriei 
dit 1\tm§€mtM dtt imwiMi§€§( 
üAi in eimm nmeit dtr Omwdf). 



*) Pometletf a. a. O. p. ISS. 
•*) Pascal. Estais pour U* conirptts in den Otuvre» de Blaist Pascal. 
A U Haje. Cbes Dotnoe 1CDCC.LXXIX. t. 4. p. 1 — 7. — Man Mhe aach: 
ITaiaaaafters» üb iVywtfwi ii Ar Am«, Bsriia, WsHwesilbs Bsdi- 
bsadlmiff IMS. Fsnsd« B.VIII— XVIL 

***) BrtsneAas, Juarmd dt ftods ft^ghOmfiM^ Olk 18, paf.M]» 
Faris IB06. 

t) MaclauriM, a. a. 0. p. 337. 



Nr. 4Se~44.] 



6« 



Bn MkB jettt 41!, ^, o'. 6', d die Sebeilel eine« to äae 
Cw« arICtor Or^Bnig «tegMcbriebeMB v<»lbtlii4ig«ii VtecMito; 

ht t seien in gerader Linie; a'y b', C die Scheitel, welche 
ihnen bezüglich gegenflberliegea. Noo schneiden sich die Tan- 
geoten in den Puncten a und o*; b und b'\ c und c' nach dem 
Obigen in drei Puncten a, b, c der Curve. Nadi Nr. 39^. Ue. 
gee aber, wea» dl« drei Pancte €^ k, e ^ar Conre dritter Ord- 
nung in gerader Linie liegen, ihre Tangentiatpuncte a, ( 
ebenralU ia einer tieradeo» and wir babco ahta den Salx: 

Lebreata XIV. ist ein voU*tändl§n WUrtett einer Curwe 

der dritten Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich die 
drei Paare von Tangenten durch die sich gegenüberliegen" 
den Sckeitei in drei Puncten der Curve, die in gerader 

10. 

46. Doppelverhftitnitiz von vier Curve n eirtes Bü- 
•chela. in Nr. 4L verstanden wir unter OtrvenbitecAei der 
iMM tMhmni daa Syatem der miendlieb ▼ieiea Carven d«r 

»ten Ordnun:;. die durch dieselben Puncte i^eheik Ein CI/T' 
venbUsehel ist also ein geometriAches Caebilde, deszen einzelne 
Elemente Curven n-ter Ordnun«^ darstellen, die durch iii(fi-t-3)— I 
gegebene Pencte und damit auch durch i(n — 2) andere 
feite Ponete gelieo. 

Jede Cerre dee Blaebeb Itl veUellndig individealieiert, ae- 
bald ein Puncl gegebM iet, doreh de« aie geben aeli. Kabaien 

wir an, dieser Punct IS|;e auf einer Geraden, welche durch ei« 
Den Punct der Boäi» geht, und zwar diesem Puncte unendlich 
nahe, so ist die Curve durch Ihre Tangente in dem Baeispuncte 
gegdiea. Legen wir daher dereb einen BaeUpHnet dee BOacbela 
eine beliebige Gerade» ee gilit es aor eine f^erve dee Corren* 
bfischels, welche diese Gerade in dem bestimmten Puncte he* 
rfihrt. Wir conütruieren jetzt das Stralenbüschel, das durch 
die sSmmtlichen Geraden, weiche durch einen Basispunct ge- 
legt werden kunueo, gebildet wird, und nennen jeden Stral des 
Slrai«nUtocbels deiienlgea Corve dea Curveablacbeia mHüpn' 
rttourf» dl« Ihn in Baala^cte bwOlirt Daaa tatapticbt efea- 
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bar jeHeni Stral des StfalenbOfichele eine eimige Curve Het» 
Curveiibäscbelg, und umg#kehrt jeder Carve des CurvenbQschcU 
nor «fo 8lr«i Am StnIaiibaMliel«. Pdglidi MM«n Stralenbfiaebel 
und Cartenbisebd proj^ctiviacbe geometriecbe Gebilde. 

Betraeblen wir bw«) Butopiaete ud die SlraleDbOwbd» 
deren Mittelpuncte ei« elnd, nod nemca diejenige« Slralen der 
beiden Strdenbüschcl enttpreekende Stralen, die dieselbe Cunre 
des CurveribüKchelii in den beiden Basispnncten berühren, so 
sind die beiden Stralenbüsciiel offenbar projectivisch, das heiszt, 
die m* Stfdealaediel, deftM Milldptfftete die Badepuncte 
bilden, dlid eimMIlich noter eiefc md wSH d«m Cwf enbieebd 
pV«|edifiseh. 

Diee voreaegeaetst, versteben wir veter IklWprtIwriMIftrf« 
«0» vier Curven eines CurvenbOtekeU das DoppelverbillaieB 
der vier entsprechenden Straten eines der •* ra dea Cnrren* 
bflscbel projectivisclieM Stralenbfischel. 

47. Zusaninienfallen zweier Basispuncte. Es mö- 
ge« iwd Badepenete dcb dnender nnendUcb nihem, das 
helest, die Cnrveo dee Bfiediele mOgen dcb ia dne» Pvncte 

a berOhren. Ist dann A die gemdoacbaftlicbe Tangente dier 
dieser Curven, so haben alle Curven in a zirei unendlich nahe 
Pancte mit der Tangente A gemein, so dasz sich also immer 
eh« Corte bedimmen liest, weiebe dercb einen dritte« m « 
«needlicb ««he« P«net ve« A gdit^ die dee nit ^ I« « d«e 
dreipunctige Betibreng bat. Ebenso ISszt sich immer eine 
Curve bestimmen, «reiche mit einer zweiten beliebigen durch a 
gelegten Geraden B einen dem Puncte a unendlich nahen Punct 
gemein bat, die deo im Aligemeinen nach Nr. 31. in a mit jeder 
•edem durch « gdegte« Geraden twei so«afliMear«lle«d« Pbade 
besilal, «ad damit Ist der Sets erwiese«: 

Lehreets 1. üMer Citnm 9im9 OuvmMtt^iaiB, 
Hg in einem Pumeie « btrükrm, 0kt e» eine, ßr 
wetekt • ein Wendepunct, und €lm, /Br wtUke diutr 
fmtt «Ai Dop§elpw»et i§t. 

48. Der Basispunct als Doppelpuoct fflr alleCer- 
v«n des Bisebel«. Be kaa« dcb «rdgnen, dseft ehi BmI«> 
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pneC Air alte Curv«n öm Cvnrenbflseliels «iii l>opp«lpoiict ist; 
dMR gilt dieser Punct nach Nr. 32. flir vier dar Darebcdmitte- 
paocle zweier beliebiger Curven des Bflschels, die flbrigen Ba- 
sispuncte sind also in diesem Falle noch Nun ist klar, 

dasz die Tangentenpaare der etoseloen Gurren in dem gemein- 
MhaftlidMn Doppelpanete «ia« qMdraiiaeb« Involution bilden. 
Biaa aaMia «iitiiXh aber immer swel DoppelalraUa, wd «• gibt 
also swel Corvan daa Cnrveabdaebeb, f&r «ralabe « aioe Spilaa 
bildet. 

Haben alle Curven des CurvenbQschels in den* Doppelpuncte 
a eine gemeinschaftliche Tangente, so bestimmt jede durch 
• galegte Gerade, als ziveite Tangente betrachtet, eine Corve 
daa Biaehda. la dtoaMi Falle gibt ea alao nur eine Curve, 
lifr walcba m aiaa Spilaa bildet. 

Haben alle Curven dea Büschels im Üoppelpanct a dieael- 
ban awal gaaielnaeballllebaii Taegenten A «ad A\ aa Üaal äUk 
eine dieser Curven so betttimmen. dasz eine tiarada, die daieb 
a gelegt, aber von A und A' verschieden ist, mit dersriben 
drei gemeinscharttiche Puncte besitzt. In diesem Falle gibt es 
alao nach Nr. 31. eine Curve des Bäscheis, fiir welche a ein 
drallaebar Ponet lat Dlea gilt aatOriieb aadi daan naab, wean 
die beiden Tangenten A und A* in eine gemeinschaftliche Tan- 
gente sosammenfallen, das heiszt, wenn der Pnnct « flir alle 
Curven daa Curvenitüschels eiae Spitsc bildat 

Dem anaiag gilt der allgaaiaine Sats: 

Lahraata Ii. ttt • Hm r-fteker Funef ßr M Ctmfen 
eines OirvenMlecAel», mtt Man Mete daMei r §mtim' 

echaftKche Tangenten, to gibt et immer eine Curve 4§t 
BUaeheu, für tceicAe a ein (r -|- \)-faeher Funet ist, 

49. lavalatiafl aaf einer Tranaveraala dureb ein 
Cnrvanhasebel arseagt. Sehneidet eiae ballabige Traaavar- 
sale die Curven eines Carrenbfischels der n-ten Ordnung, so bil- 
den die Durchschnitte derselben mit jeder Curve der n-ten Ord- 
nung eine Gruppe von Ji Puncten. Die Gesammtheit aller dieser 
ao gabildelen Örappea vaa n Paaetett atellt eine Involation dea 
fMan Gradaa dar. Dann darch jeden Pnnct / der Tranaveraala 
gebt «Im ttml0e Carva dea Bflachaia» welebe diaaa Traaaver- 
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•ale in den librigen n — I Pancteo der Gruppe, zu welcher > 
schneidet. Jede Gruppe ist also durch einen einzigen 
ibiwr Paacte ▼olletindig bestinirot, und dies ist geaav das 
Nr.Sl.angegebvM ekardkterisHselie Kmnseielieo der hHrolotion*). 

Die Involution, tlie auf diese Weise entsteht, entbMlt nach 
Nr.^. 3(11—1) Doppelpunete, wir bsbmi also den Satit 

Lehrsatz III. UiUer den Curven eine* Büschels der 
»•Im ÜMmmg gibt «t Immmt 2(ii- 1)» die eine gegebene 

Olenbar sind das Curvenbuscbel n-ter Ordnung und die 
Invehitkra »tea Grade», Ae von demselben tmf einer beliebigen 

Transversale bestimmt wird, zwei projectivindie geometrische 
(lebilde , das heiszt, die Doppelverhältni^ze von vier Curven 
des Büschels und \on den vier entsprechenden Punctgruppen 
der Involution, in denen sie eine beliebige Gerade schneiden, 
•tnd einander gleicb. 

Zwei Carvenbäscbel heiszen projeciiviseh , wenn sie be> 
allglicb an atr^ projeclivladhen SbalenbSa^efai projecüviecb 
sind, das beinat, «renn jeder Gnrve des einen Bttadiela nur 
eine Curve des andern Bilschels entspricht und nngekefcrt. 
Folglich sind offenbar die Doppelverhillnisze von vier Curven 
des einen nnd von den vier entsprechenden Curven des zweiten 
Cnrvenbflacbeia einander gleich» nnd die beiden Invelntfonen« 
«relebe sirei pff«|JecflTlBebe Curreibdaehel anf dereelben oder 
auf s«rei vemcMedenen Geraden b ea tln iinen, pndeetfviadi. 

60. Ort der Durchsebnittspunete zweier projec- 
tivineber Cnrvenbiaebel. Wir beetinmen anniebat die 
Ordnnnf den Orten der Dnretmelinlttspnncle der eerrenpondie- 
renden Curven atreier prejectivleeber Curreobasebel der n ten 
■nd fi''ten Ordnung. Zn dleeem Zirecke achneiden «rlr beide 



*) Diese wichtige Eigenschiifi, dau die Ponctgruppciif in der eine Trai»> 
▼etBsle die Curreo eine« CarrenbüscheU •cbneides, in lavolntion «iod, ist 
In dicier iJigaaMfaiMt Mhoa von Poaeslsl (Ooaptas teatei, •* Msi 1848, 
yb853) ansgttprocbeo. Sturm hat diemi Ssti Ar die Kegelschnitte b«wie* 
•ea: MiMoirt tur Um ligne» steasd srdr« (Annslw ds Otrgomntf L 17, 
Nisaet 1 886—27, p. 160). 
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BiUchel durch eine Transversale. Hierdurch entstehen iwei 
projectivische Involutionen vom n-ten und n'-ten Grade, die nach 
Nr. 246. nfn' geroeinaebaftliche Puncte haben. Auf der gege- 
benen Tr«a«v«ml« lieg«ii alao ii-Hi' PttMta^ dnrdi weleli» J« 
xwei eotspreehende Curven der beiden Curveabflschei hindurch 
ßehen, das heiszt n-^n' Pancte des gesuchten Ortete. Dieser Ort 
Ist demnach eine Corve Cm+n' der (n -(^ nO-ten Ordnung*). Sie 
gebt durch •inmtlicbe Ba«ispnBcte der beiden CurvenbOscbel, 
da «in j«dar dlMcr Paaete auf allaa Carvaa daa aiaaa BlacMa 
aad aaf ja aiaar Carva daa aadara ROachab Hagt**). 

o. Zerlegung des Ortes in Curven niederer Ord> 
noDg. Dia reaultierende Carve der (a-|-fi')'ten Ordanng kann 
oflmal« la Canraa van afaderar Ordaaag aarlagt arardaa. So 
sind X. B., wenn die einander entsprechenden Carven der bei* 
den Büschel sich bestlndig auf einer Cnrve der r-ten Ordnung, 
r < n -|- a'j schneiden , die fibrigen Durchscbnittspuncte alle auf 
•ioer awaitaa Cvrve der (« r)-ten Ordnung gelegen, und 
diaaa aad die ab^{a Carva dar r4aa Ordaaag kUdaa aaaaauaaa 
den vollständigen, durch dia beiden Garvanbdachai anaagtaa 
Ort dar (ii'|-ii')*taB Ordaaag. 

Aadarer Fall der Zerlegung. Diese Zerlegung 
gialil aadi daaa Plata, waaa dIa baidaa projeethrladwa Ca^aa* 
iKtoetial» die wir jetzt von derselben Ordnung n voraaaaatian, 
eine geroeinschaftliehe Carve haben, die sich selbst zugeordnet 
ist. Dann kann man jeden Punct dieser Curve als gemeinscbaHt- 
iichen Punct aweier entsprechender Curven aulTassen« und der 
Ort dar DarabaabaltttpaBata vaa ja swai dar flbrigaa aatipia- 
dMadan Canran der baidaa Bfiaebal tat ia diataai Paila «iaa 
Corva dar Maa Ordaaag. 

Diaaa Eigaaaaliaft kaaa ana aadi aaf falgenda Art aaa* 
apracbaa: 



*) Ueber die«« Methode, die Ordnung einet geometrucben Orte« so be- 
lÜauBen, sehe aun Poaesfsif Jußl^du IrannMrMfof, pkW. 

**) (7te«f«f , CutilmetiM d» ia cpiirbe St 9m «rtfr« «le. (Cottptas lesF 

dn, 80. Mai 1853). ~ Sur lea eourba du 4"« et du &m« ordre alc. (CoaplM 
reodna, 16. aoüt 18S3). — JesfsiirM, JEnaw wr la fMratiaa du eo«r- 
be$ $tc. Fsrii, 18ÖB, p. 6. 
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Lehraatz IV. Itt eine Curve H dttrch die getnein- 
aekaßUehen FuntU w>eier Cwrven U umd Y und gleichzei- 
tig dvrck He gd m t Hu ektfU§ekem Fimet» wmtUr m Ur§ r 
tknenlTwidr ä ea eärMM, 99 Metern m DmrekBckmUU' 
funete der Curven ü und C, sowie die der Otrven Y und 
r eämmtäcA emf eimt weA dereiMen meeUem Cmr99 JT. 

Mallrlidi Mind alle diese Owen vor derMlbm a-leo Ord< 
rang aageooiDiiieii. 



51. Einflusz zusammenfallender Durchschnitts- 
puncte. Schneiden wir wiederum, wie soeben« swei gegebene 
projecthrische Curreiibaeehel derch rfne TnmveiMto m 
erhalten wir swei prej eetif le c h e levelotleeee, deren M-f n' ge- 
meioschaftUche Puncte die Durchschnittspuncte der Transver- 
sale R mit der durch die Durchschnittspuacte der entsprechen- 
den Curven erzeugten Curve eind. Es liege nun auf B 
ein Puoct Q, in welchem r Durchsclioittepuncte der eämmtlichen 
Clirvee dee erste« BüedMle «ed r* dieser D«rekeclmiltepvi»ele 
flir etaatliche Curven des zweiten Baschels mit der Geraden 
if zusammenfallen , gleichzeitig hatie eine Curve C* des ersten 
Büschels in o r-f-« Puncte mit R gemein, und die ihr entHpre- 
chende Curve des aweiten Bfischels und it ebenfalls r* ■\-9' 
Mit o meiMmeCiMende Darchsefcnlllepanete, deim feilen mch 
der in Nr. 24c. und d^ gegebenen Auseinandereelsung r-f-r'-f-' 
eder r-f-r'-f OnreheelwitteiNincI« der TfanntaiMle & nnd der 

Cnrve Cm^- mit 0 inenmnen, je nncfidea tf^«* let 

AuN die8em allgeiueiiien Satze Toigen eine bedeutende Zahl 
weiterer äätze. Wir beschränken uns darauf, diejenigen hier 
ansraeprecbeD, deren wir spiter benOtigt sdn werden. 

a. Folgerung I. Es sei o ein Basispiinrt des ersten 
Büschels, Cn' die Curve des zweiten Büschels, die durcli O ueht. 
Cm die entuprecbende Curve des ersten Büschels und R die 
Tangente der Gnnre Cm Im Pucto Dann folgt ana dem Olii> 
gen (r = 1, r'ssO, fsl)» daei Jl aneh Tangente Ten 
Gm^ in • let 

b. Folgerung 2. Die'Dttrven dee ersten Bflechels geben 
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durch o and bab«n daselbst eis« gemeioscbaftliebe Tangeute, 
M ist alte «ntor ibnm wefc Nr.47. «Im C», fflr 4ie • «in Di^pel- 
panel ist Mit die entspreebMide Com Gt» 4m nveiteii Bt- 

schels ebenfalls durcb o, so schneidet nach dem allgemeinen 
Satse Jede beliebige durch o gezogene Gerade (r=l, r'ssO, 
«'s!) die Cnrve in swei mit 0 susammeoraUenden 

Pnneteii, O Ist also fir Cn^n* elo Doppelpnnet. 

C. Folgerung 3. Hat anter den vorigen Voraussetzungen 
Ca' in o einen Tieifachen Punct, so folgt für eine der beiden 
Tangenten in 0 von C% aas dem aligeroeinen Satie (r = 1, 
fsQ» #s3, «'> 1)» daai diaselb» Mit CWf«' M Pttaete, dia 
ndt • aaaamaaalallaii, ga»alB hat hat also mit d nicht 

uor den Doppelponct 0 gemein, aoadcmi andi dia beMan Taa» 
gantea des Doppalpaoctes. 

A Polgeroag 4. Unter der Varanaaa taa ay in #. aal Jl 

io 0 eine gemeinscbaftliche Tangente der Curven des ersten 
BflscheU und auch eine der Tangenten an' die beiden Zweige 
▼on Ca, dann ist sie auch (r=2. r'sO, #=s], «'ss]) Tan- 
gante eines der beiden Zweige von Ca^. 

Falf ernng 5. BerOhrt ausserdem die zweite Tangente 
von C« In 0 dort auch die entsprechende C^t so folgt, dasz 
diese Gerade (r= 1, »^ = 0, # = 2, #' = 2) die Tangente des 
zweiten Zweiges der Cm\i^ ist Folglich hat Cn-^-» wenn fQr 
Cm iMida Tangenten doreb • ia die Gerada Jl sneaaiBMnfollan, 
die als KanMinachafIliche Tangente aller Curven 4aa ersten 
Büschels vorausgesetzt war, und diese im Puncte O auch (V 
lierflhrt, in o eine Spitze, und R ist die itäckkehrtaagente. 

f. Polgarn ng 0. Es gehen die antapreehanden Onnren 

Cm nnd Cn- dieselbe Anzahl imA dwch den Punct 0. Eine 
beliebige Gerade J? durch o gezogen hat dann (jr — r'—O, 
9 z=. a' z= f) \n 0 mit d^.« t Puncte gemein, folglich ist 0 auch 
ein ^facher Ponct von C+n . 

ff. Folgerung 7. Gebt C» ^•mal, C»< aber ^'-mal durch 
0, i'yi, so ist der Punct o natflrUch immer noch ein tf-facher 
Punct von d^if. Bettnehleo whr ann eine der Tangenten von 
Ck !• •* «o argiht dM nUgaoMina Tbaaee« if^r^A, t^i-^l. 
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«'^Oi ^^MS diese Tangente t'-f-l Puncte mit Cn-\^n- in o gemein 
bat, datt aUo die Tangenten an die i Ztreige von C» auch die 
I tm^tß von Ca-f i» • borttroB. 

Ebenso würde man aodi 4oa in der felgemleii NmoaMr Ge- 
sagte ben-eieen können. 

52. Einfloss gemeinacbaftlicher Baaispancte. Ha* 
ben die Baoen der beiden CarvenbOacbel eioee Pnnct a ge> 
mtf o, und lot detoelbe Ar die Carveo deo erateo BioAole ein 

r«facher, fflr die des zweiten BOscheis ein r'-facher Pvnet» so 
hat jede Curve des ersten Buscheis in a eine Gruppe von r 
Tangenten. Die entsprechenden (iruppen für die einzelnen 
Cur von dieses Büschels bilden eine Involution rten ürades. 
ebenae bilden naMrIleb die Tangenten an die Curren den «wei- 
ten Bflschels in a eine Invololion des r'-ten Grades. Diese 
beiden Involutionen haben nun nach Nr. 246. r-f-r* gemeinschaft- 
liche Stralen, deren jeder, da er in a zM-ei entsprechende Cur- 
ven der beiden Büschel berfihrt, auch in demselben Puncte die 
Cerve Cm^ berabrt. Dieae Conre liat daher r-fr* Zweige, 
die sämnitlicii durch a gehen, and die Tangenten dieser Zweige 
bilden die gonieinBGbaftliebon Stralen der beiden Invelvtienen. 

a. Besonderer Fall. Hieraus folct, danz, wenn alle 
Curven eines Küschels in a eine genieinscbaftlicbe Tangente 
beben, diese aneb Tangente von CSh«* iat. Sind onn alle r 
Tangenten in m fOr die Cnrvoo des ersten BOscbele geoMin- 
echaftlich, also auch Tangenten an die Curve Cu^%', so sind 
offenbar nach Nr. 48. die r' flbrigen Tangenten diefier letzteren 
Curve die r' Tangenten der Curve C«' des zweiten BüscheLs 
welebn dorCnffre C!» deo ernten Bieebela «ntepricht, Mir welcbe 
« ein (r-l-lHiMber Pnnet iat 

53. Aufgabe eine Cnrve von bestimmter Ordnong 
zu construieren. Das wicbtlgo Tbeoron in Mr. SO. fiihrt gnns 
natürlich auf die Aufgabe: 

Es sind soviel Puncte gegeben, als notig sind, damit durch 
sie nur eine einzige Curve der (n-f n')-ten Ordnung gelegt 
werden kann; man soll zwei projectiviscbe Cnrvenbuscbel von 
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der i»-ten und ii'>fcn Ordnung construieren, weiche durch die 
D«rcli«ihniltop«Mt« der MtopfeAtndOT CirvM dl« KeMwhto 

Ist diM» Aufgab« gelDat, so folfrt usniHttlbar; 

Lehrsatz V. Jede Curve einer bestimmten Ordnung 
n-^n' lät%t Heh durch die DurekeekniUsßunete der enS' 

Die LMmg der gestolltcB FaMtonentel-Aiiigabe Mögt 

von einigen Lehrsitsen ab. die Ckmslee und Jonquiirta 
aufgestellt haben, zu deren Darlegung wir jetzt Qbergehen. Da 
für die Curven der zweiten Ordnung, wie weiter unten in Nr. 59. 
gezeigt werden soll, der Satz in Mr. 50. zur Lösung hinreicht, 
eo bnueheA wir dl» nacbMgwden Sitae rar für Cervea» dereo 
Ordnungszahl » -f n' grOaaer ab 2 lat, zu benrelaea* Es ist 
also für das Felgende anaoaebnien erlanbt, n-l-ii' aei alebt 
kleiner ala 3. 

Bd. Der erste Sats von Chaalea* I. Fall. Aui'eiaer 
Cerra der (nf n') ten Ordaang Cm^ nehven wb »* i'aacte an 
and belraebtea al« ala Baala eiaea Corvenbiiaebela «-ter Ord- 

mm§» Wir setzen dabei voraus, es sei Sind nun Cn und 

zwei Curven dieses Büttchel:», so liegen nach Nr. 44. n.n' der 
Durchscbnittspuncte der Curven Cm^' und Cm auf einer Curve 
Cm* der fl'-ten Ordnung, da die Übrigen m* Durchscbnittspuncte 

auf Cm liegen. Die Curve ist nun beatimmt. wenn n^i(a'-|-3), 

alao «.IT ^M«* -1-3) tat, fi>il' voraaageaetil*). Aaaleg gilt 

der Satz: von den i^n-^n') Durhschnittapaacten der Curven 
Cn^n' und Cn liegen n* auf Cn\ die andern n.m' Uegeo «lae aaf 
einer Curve von der iT-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der (n n')'ten Ordnung, Cm-^Cw und 
Cni-Qf» acbneiden aicb in (»-1-«')* Puacteo. Ven dieaen liegen 

•) Ittr «est, «'s! ist asKa'^s). in alten Midcra Fallen »>i(a'-H> 
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Mf Cm\it» da non 

ist, so Hegen auch nach Nr. 41. die andern Darcbscbnittapuncte 
der beulen Orte, dax heisxt, die n'* Durcbschnittapuncte von 
Cm' und Ca' »uf und bild^ die Basis eines BOscheis von 
4tr «'•teil UrdmiBg. Wir IwWii aoniit anf G,^ Btrei Systeme 
von Puncten. Das eine von «* Puocten Uidct die Basis eines 
Büschels der n ten Ordnung, das andere von n"^ Puncten die 
Basis eines zweiten Curveobüschels der Ordnung n'. Jede 
Curve Cn des ersten Bfiscbel schneidet Cm^n' in wettern it.«' 
PttnclM, welebe aiM Gir?« Cm* des Bwdten Rfladieto bestin- 
Mea; md ttrogekefcrt, dia aweite Corve bestimmt die erste. Die 
beiden so bestimmten Carvenbüscbel sind daher projectivisch. 
und die Durchschnittspencte der eotspreclieDden Curven liegen 
somit alle auf der Curre C».^: 

u. Oer arate Sata von Chaalaa. II. Fall. Wir nah- 

nien jetzt zweitens an, es sei n^n'. Jede durch die n* Puncte 

von Cii-fN' gelegte Curve Cn schneidet dann diese Corve in noch 
weitern n.n' Poncteo, die aber io diesem Falle nicht von ein* 
aadar «aabhiagig aiad, da nach Nr. 41. aad Nr. 43. Jada Canre, 
walehe durch n.n' — i(fi— I)(ii — 2) derselben beschrieben lat, 
aMh alle aadarn aatbilt. SahaMa wir aiao beliebig andere 

KCir-F^ -> Hl.«' - K«- IK«— 3) I Sic«'- »-I- IK«*-« 4 9). 
Puncto all, ao llogan alle dieae 

4ln'(n' + 3) + (n-l)(n-2)| 

Puncte auf einer Curve Cm' der n'-ten Ordnung. Alle diese 
weitern Puncto werden gleichseitig nach auf der Gurre Cm^i^ 
liegen. 



*) Fflr N = S, «' = 1 ist 

^ «(« + 8n ') = 4(« + n'X« + » ' + 3) - 1 , 

•<s+*''')=*l(«+»0* + "('» + «')+'''('«-»'JI>*('» + «'X'«-|-«'+3)-». 
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Dem amlog ergibt eich: Eine andere Cnive Cm den Bü- 
9tM» iMer Ordnung nchnnidet anmnr In den Baniepnn- 
den in n.nf Poneten» vnd diene >nrfnnnen mnanwn mit den 
weiter blnsugefligten 

Pnncten eine Curve Cn' der n'*ten Ordnung. 

Die beiden Orte der (n-f ii')-teD Ordnung, Cm-^Cm' und 
Cm-k^(nf$ haben nun (n-f n')' Puacte gemein. Von dienen liege» 

»*-|- 2».«' + K»'— » + +2) 

anf G^. Dieen Zahl int nl>er ^/MA 

+ «^11 + + 3)- 1 + (n - , 

alao 

>4(« + «0(«+«'+3)-l. 

«md es liegen folglich nach ^r. 41. die noch übrigen 

W—^n'-n + 1>(»'— • + 

Durch«cbnittspuncte von Cw und Ca* ancb alle auf nnd 
bilden daher mit den neiteren gegebenen Pnncten die Basis 
eines Curvenbüschels der n'-ten Ordneng. Wir haben also auch 
in diesem Falle auf der Curve Cm-^n' awei System von Puncten, 
wekiie die Banen ven iwei Cnreanbünelieln beaflglieh der n ten 
nnd n'-ten Ordnung bilden. Diese beiden Büscbei sind pro- 
jecllvisch, da jede Curve des einen nur eine Carve des andern 
beetinmt und umgekehrt. Auszerdem schneiden sich die einan- 
der entsprechenden Curven beständig so, dasz die Darcliachmtta- 
pnncte auf der gegeben Curve Cmi^m' liegen*). 

b. Ergebniaa ana den Verbergelinndnn. Diener 

Satz zeigt, wie man, wenn auf einer gegebenen Curve der Ord- 
nung »-(-»' die Basispunete eines BQschels der n-ten Ordnung 
bnattmmt sind» auch die Baeiepancte ^ee ihm projecti vischen 



f i mmrtrm dr Im» Im mfrct. (ComptM reados, S8. dtesnlm I8S7>. 
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Büschels der Ordnunp: n' festlegen kann, so dasx darch die 
DarchschnitUpulicte der eotoprecbenden Curven beider Buscbel 
die gegebeae Corte erseegt wird. 

Es bleibt uns nocb übrig, su untersuchen, io welcher Weise 
auf einer gegebenen Cvnre der (n-f «i')-ten Ordnung die fifi 
Baeieiranete dee BOechele m der ü-len Ordnnnf beetiaat 
werden IkSiumb. 

S5. Der zweite iSatz von ChaKles. Wir bemeriien 
suerst, dafiz aus dem Satze von Caylejf in Nr. 44. folgt: 

LebreeU Vi. EMkäU €im Curte (a^-ig^ter OriimKt 

Dwckteknititpunete mteUr Curven der n-ten Ordmmg, 
eder auch; 

Lehrsatz VII. Uegem von den BMüptmeten eünu 
Büscheis n-ter Ordnung 

- 4(» - IX«— nC— t) 

auf einer Curve der (n-f-aO^ISHi C rdmm §, SO ätgtm «Ife 
diese Fumte emf dieser Qerwd, 

Dieser Sets eetst effenlwr verene, es sei 

sei daher jetzt n >»'-(■ 2. Solleu wir nun auf einer gege* 
benen Cnrve der (it n')-ten Ordenag dia tteabpaacte eiaee 
Bfiecbeia der fMen Ordanng beatiamea, ae iet ee liinreiebead. 
daas Ten dieaaa Puneten 

al«-K«— W-IX« - 

auf dieser Canre bestimmt werden, damit sie alle auf ihr ge- 
legen sind. Ea nrnss alaa aneh eben ae vialan Bedingungen 
geaügt Warden. 

Abalraliierea wir flir den Angenblieii vaa der gegebenen 
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Corve. Die Basispuncte «ind gmoi im AlIgMMiaea dflieh 

in(n + 3) — 1 von ihnen bestimmt, und da nan zur Uestimma^( 
eines Paoctes zwei Bedingungen nötig sind, so brauchen wir 
nr Feellegang aller Pancte der Basis des Büdchels n{n^Z)—'i 
BadiDgnogm. Solleo die Buiapnncte «bor oof der gegebonen 
Cvnro liegeo, 9» hAbeo olo wn 

«i^— l)(n— 2) 
Bedingungen zu genägen, wir behalte» daher 

»«(«-»O^+acÄ+ÄO-ai 

Bedingungen fibrig, and ooviele Elemoole kCnnen «vir also nach 
Belieboo verlellan. Da ohb olo PuMt, der oof eioor Corvo lio- 
geii muss, durch nur oodi oioo woitore Bodlngung gegoboo Ist, 00 

können wir auf der gegebenen Curve \\{n — n')* + 3(n-|-n0 2 

Pancte beliebig annehmen, um die Basis de« Bfischels ii*lor 
Ordnung zu bestimmen. 

In dem ondorn Falle, womi •^«'-1-8 lot, nOoioo, damit 

die Basispuncte auf der Curve liegen, n* Bedingungen er- 
fallt oolo. Schliooseo wir ono weiter wie Oboa, 00 erhalten wir 

«(« -I- 9)— 2— ii> a 3«— 2 

freie Bedingungen, und es gilt aleo der Sats: 

Lehrsatz VIII. Soll man auf einer Curve der {n \ «')- 
ten Ordnung n* Pimcte so bettimmen, das% sie die BasiS' 
ptmete eines CitnenMtsekeis 4tr n-ien OrOmmg sind, fb 
tan num «ra ihnen tK«— «^)*-f 3(iifii0~2), oder 3«— 2 
AMde mf deree^en tmeüem, Jennekdem •>«'-fl-2 

•der fi^ii'42 Of*)- 

Aus den beiden in Nr. 54. und in dieser Nummer beniese* 
oeo Sitaen felgt ovo, daaa Jede Corvo der M*teo Ordaoog aof 
eioo Bob^reoite Zahl verecbiodeoer Arteo dorcb awol pnijecti* 



*) Chasles, Determination du nombre dt peintB, ftt*«« pm jwvMfrv «<e. 

(Comptes rcDdus, 21. Septembre 1657). 

Crtis*««! Eh* »e Cwvm. 6 
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viscbe Canrenbüscbel erzeagt werden kann, deren OrdnoDgen 
II «ad flC aar Samne »-f «'s« gabea. 

5A. Der erata Sata voa JaaqaUrea. Wir kabaa ao 

die ZabI der PuDcte gefandeo, die wir aaf ainar gegebenen Cunra 
m ter Ordnung beliebti* annebmen IcDnnen, nm aof ihr die Baais 
eine« CarvenbOschels der n-ten Ordnung, n<m, zu constmieren, 
nnd mfiszen jetzt aach die Zabl der Pnncte bestimmen, «reiche 
aiebt wiOkflrIidb angeaeamea, aeadeni die alamtOeb iadivi* 
daaliaiert a^n niuasen, am die Baaiaponcte der beidaa araaa* 
geaden BQscbel vollständig festzalegen. Nan IcSnnen, weaa m 
in zwei Teile n and n' zerlegt wird, diese entweder gleich oder 
nnglekb seio. Zuerst nehmen wir an> sie seien ungleich, und n 
die grossere Zahl. 

ist fi>n'-|-^> 80 ist die Zabl der willkflriicben Puncte gleich 
il(n-f n')'+3<n-|-fi')— 2), die Basen der beiden Büschel sind 
alMT baaiglicb datefc 4a(fi43)— 1 «ad ia'(a-|-3)— 1 Paaela 
baatiflMBt, aa tat MgKcb die Zahl dar «ech aa healinaiaadaa 
giaieli 

*t«(ii+?)+ii'(«'-»-JDI-«-4l(*i-«0*+3(A+«0-ai 

Ist « = n'-|-3 oder «ss n'-fl, «o ist die Aaaahl dar will< 
UbOebaa Paacta giaieh 3»— 2, aa bleihea alao aach aa ba- 
attanaen : 

^ ist ft = n', so ist die Zahl der willicSrIiehaa Pnncte, um 
die Baaia daa aistoi BMala aa bildan, gMci bt 
aber diaaa baattawat, aa bam man nocb einen weitere Paad 
willlcdriich annehmen, um die Basis des zweiten BOschels zu 

bestimmen. Denn die In Mr. 64. geftindene Zabl der weitem 
willkarlicben Pnncte l)(f»'— »-1-2) wird ffir n = n' 

genau gleicb 1. Dia Zabl dar naeb aa baattaBaadaa Pancta 
tat dabar: 

4 1 n(« + 3) + n'(n' + 3) I — 2 - 3(« — 2) — 1 Ä n .W - 1. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch, wenn man von 
derjenigen der beiden Zahlen n und n' aasgeht, die die kleinere 
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ist Es sei also jetzt S.B. •<«'t M kOnnen, nm die Bulfl 
des BQscbels der Ordnung n za b«stimmen, 3n— 2 Puncte irill- 
kiiriich angenommen werden. Ist diese Basis bestimmt, so 
kann nuM noch !)(»'— n-l- 2) beliebige Puocte fflr 

dl« Bute de« iwtilaD Bi Bcht to anaekmm. B» Uetban sl«o 
iM GaiiM» Ar b«id« Bmm noeb 

k\n(ß + 3) + «'(«' + 3) |-2~(3n-2) - K«'— n f l)(n' - n + 2) 

= n.n' — 1 

PoDcte 7.U bestimmen übrig. 

Aas Alle dma folgt der Sats: 

Lehrsats IX. dim BMUfmMem wmeier BageM 

von Curven der n-ten und n'-ten Ot^mm§, dmrh weieMä 
eine Curve der (n n')-ten Ordnung er%eugt werden 90ü, 
Hnd immer n.n' — I, welche nickt willkürlich gewählt wer- 
den kSnnen, aondem ämrek die Elemente, welche die Curvc 
IndMdttaNtierfn. keHituU werden wtünen. 

S7. Dersir«lfte Sali vom JonqaUre«. Bs seien 

4(n + «0(« + «' + 3) 

Ponctc gegeben, dorch die man eine Curve der (ra -|- nO-teo 
Ordnung beschreiben soll. Zu diesem Zweck müssen wir zwei 
projeetiTlsebe Cerreaküsdisl von der «»ten md flf*les Ordming 
bestimmen, welche In den Durchschnittspuncten der correapon« 
dierenden Cerrsn die gesnehte Cnrre der (ii*|-«0-ten Ordnung 
enei^ea* 

Von den i(n(n + 3) -f n'(n' +3))— 2 Pnncten, welche die 
Basen der beiden Büschel vOHig bestimmen, sind nur n.n' — 1 
Puocte, die nicht beliebig sind. Von den gegebenen Puncten 
kSnnen also zu Basiapnncten |iii(fif 3)-^»'(n'4-3)|— 2— (n.n'— I) 
genenmen werden» und S».«*-!-! dieser Pnnete failen dann 
nickt mit den Basiapnncten snsammen. Dandt die geencbte 
Curve auch durch sie hindurchgeht, milfzen die Corven des 
ersten Büschels, welche durch diese 2n.n'4-l Puncte gelegt 
werden kunnen, den Curveo des zweiten Büschels, welche durch 
dieselben Puncte gelegt werden kOonra, projectiviach ent- 
•prechen. Da nnn» na die Prejeetivillt sweier GeUide kenn- 

6» 
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•teilen» nacb Belielieii ilrtl Elementepaare als entsprechende 
ai^enonusen «rerden «larfen, die dun flir jedes beliebige vierte 

Element des einen Gebildes mitteUt der Gleichheit der Doppel« 
verhättnisze nach Kr. 8. das enisprechetide Element de« zweiten 
Gebildes bestimmen, so ergeben sich aus der ProjectivitHt dieser 
2n.n' — 1 sich entsprechender Curvenpaare n' -|- 1) — 3 
=S(ii.ii— ]) Bedingungen, dae beiest die Zahl, welche genau 
blnreicbt, am die «.ii'— 1 vnbekennlen Pnncte xn beetinmen*). 

58. Verschiedene Lusung der Aufgabe. Don in 
Nr. 53. aufgestellte Pruhlcm läszt verschiedene Lösungen zu, 
nicht allein in Bezug auf die mehrfache Teilung der Ordnangs- 
zahl der Curve in z\vei andere Zahlen n und n\ sondern auch 
in Besog anf die verschiedenen Arten, anf welche man die will- 
liflriiehen Puncte auf den Basen der erzeugenden Curveiibiischel 
verteilt^ and damit natarlicb auch die nicht willkflrlieben Pnncte. 

Ans dem in Nr. 86. Ausgesprochenen folgt mm neehs 

Lehrsatz X. Ion den Basispuncten %weier Cur Pen' 
hÜ9dlet äer n^ten vnä n*'ten ürdnm^, weMke eine Curve 

der {n^-n')-ten Ordnung erzeugen »ollen, n ^ n', können 

alle teillkür liehen Puncte der Basis des Curvenbilschel» 
von höherer Ordmuig iugeteiU teer den, i*l aber n — nf, 
90 können alie wüauiriieken Pnaete weniger einem ais 
einer 4er beiden Baten mtgehMg betrachtet werden**), 

§. 11. 

Construelton der Curvea sweUer Ordnanii. 

50. Construction mittelst zweier pro j ecti vischer 
Stralenbiischel. Setzt man in dem Satze der Kr. 50. «=»' 
= I , so entsteht: 

Lehrsatz I. Der Ort der Durehschnittspuncte weier 
entsprechender Stralen weier proJeeUvischer Strafenöü- 



*) Jonquiire», J:^sai nur la ijiHtratioH des courbe* etc. y. 13 — 14. 
**) ChatltB, Deitrmi$Mlion du Hombrt de ytoüi/« ete. v. O. 
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sehe! mit den Centren o und o', ist ein§ Gme ätr iMf* 
ten Ordnung, die durck o und & gekt. 

Umgekehrt enteteht: 

Le b rs et s II. Sind 0 und & mut bMbige fette Punete 
einer Curve nteiter Ordnung, m ein bemegHcker Punet 

derselben Curve, so erzeugen bei der Beteegung desselben 
die Straten om und o'm Mttei pr^feetieiecAe Straienbüechei» 

Liegt m uneudlieh nahe bei eo wird der Strel Mi «ar 

Taiii^onte der Curve in o, co ist also die Tangente in o der 
^>lral des ersten Straleiibuschel«, der dem Strele 00' des swei« 

teil ätraleiibüschels entspricht. 

Aus dem Vorhergehenden folf^t uiiniitlolbar die Constrnction 
der Ciirvc ziveiter Ordnung, von <ler fiinf Punete a, b, C, 0, O* 
gegeben sind. 'Wir nehmen o und o' als Mittelpuncte zweier 
projectivfaeher StralenbOsebel and die Streleopeaie [oa, g'nj, 
[ob, o'b] , [oc, o'e] al« einander entsprechende an. Jeder andere 
Punct der Curve ist nach Nr. 3. der Durchschnittspunct zweier 
entsprechender Straten der beiden StralenbOsebel. Diese Con- 
struction fällt mit derjenigen zusammen, welche aus dem Satze 
vea Pneeat (Nr. 45 c.) Ilent Sie bleibt aeeh in dem Falle 
dieselbe» daas swel Paacte von den gegebene« einander auf 
einer gegebenen Geraden unendlich nahe liegen, das heiszt, in 
dem Falle, wo die gesuchte Curve durcli vier Punete gehen soll 
und in einem derselben eine gegebene Uerade berühren, u. s. w. 

Entspricht in den beiden projectivischen StralenbQscheln, 
dereu Centren O und o' sind, der Stral 00' sich selbst, so ist 
jeder Punct desselben zwei entsprechenden aufeinaoderfallen- 
den Straleo gemein, et bildet also seUial einen Teil dea Ortes 
sw^ter Ordnung, der dvrch die beiden Stralenbflschel eraengt 
wird. Dieser Ort besteht also nach Nr. 50 b. aus dem Stral 00' 
und einer anderen Geraden, welche alle andern Dnreliacbaitta- 
pnncte der entsprechenden Stralen enthalten wird. 

60. Construction mittelst zweier projectivischcr 
Punetreiben. Eine weitere Aufgabe ist die folgende: Es 
sind swel projeetiviaelie Pooetreihen Ä und A* gegeben} ven 
«velcber Chsae ist die Einhfillende der Geraden, «relcbe xwei 
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entsprechende Pnncte derselben verbindet? Wir betrachten 
die beiden Straleobdschel, welche entstehen, wenn wir einen 
beliebigen Punct o mit allen entsprechenden Puncten von Ä und 
A' verbinden. Die beides StraleeUischel sied den Pmetreiben 
projectiviseb» aleo nach anler eich aelbeC prejeethriedi. Jede 
Gerade nun, welche swei entsprechende Puncte der Punctreihen 
A und A' verbindet und durch o geht, ist ein beiden Stralen- 
buschein gemeiniC haßlicher Stral , das heiszt ein Stral, der 
mit seinem entsprechenden zusammenfallt Kun haben aber 
Mch Nr. 10. swei coneeDtrische piojeettvieclie SbslenbOeebel 
swei geneinedinfllidie Stinlen, es gdMs dtWr dnreh o swei 
Gerade, deren jede Tangente der EinbOllenden ist, deren Classe 
wir bestimmen sollen. Folglich ist diese Einhüllende von der 
xweiten Classe. Den gemeinschaftlichen Punct der Geraden 
A ond A* nennen wir p oder jeoachdem er als der ersten oder 
sweiten Panelreibe nngehGrIg lielraebtet wird; ^ und f seien 
die beiden den Puncten p nod ^ entsprechenden Pancte. Die 
Geraden pp\ das heiszt A, und qq', das heiszt A', werden Tan- 
genten der Curve zweiter CUsse sein» folgUcb berflbrt diese 
die gegebenen Geraden. 

Umgekehrt werden zwei feste Tangenten A und A' einer 
Curve zweiter Classe von einer beweglichen Tangente if dieser 
Gnnre in swei projecttvlsefaen Pnnelreliien gesebsitlen. Bin 
lieliebiges Panctpaar derselben sei bes^glieb dnrcb a nnd 
bezeichnet. Will M eben mit A zasammenfallen , so ist a der 
Punct, in welchem A die Curve berflhrt; A berfihrt also die Curve 
in dem PaneCe welcher dem Puncte ^ von A' entspricht, in 
den sieb die b^en Geraden A und A* sebneiden. 

Aus dem Vorhergehenden ist die Constriiction der Curven 
zweiter Classe, die ffinf gegebene Gerade berühren soll, nüt- 
telet ihrer Tnngenten nngenldiehlidi hier. Zwei dieeer Geraden 

werden von den drei sndera in je drei Punetpssien gescbnit- 
ten, die als einander entsprechende betrachtet, zwei projecti- 
vische Punctreihen erzeugen. Jede andere Tangente der ge- 
suchten Curve ist durch swei entsprechende Puncte dieser 
Panelreihen beslinint. 

Entspricht in den beiden geraden projectivischen Punct« 
reiben A nnd A' der Dnrdisehnittspnnct der beiden Geraden 
eleb selbst* se verbindet jede darcb ihn gesegeoe Gerade swei 
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«■teprecbende, und zwar sasamineDfaUeDde Puncte. DiMer 
Pnoct ist daher aelbat ein Teil der Einhüllenden zweiter Classe, 
die durch beide PaoctreibeD erzengt wird. Diese selbst wird 
Mar «M Atta gegebeMn DwchMhaittepniiet md «beni aw«i« 
tan Poacto ■■■■■■eiig<witi t, in irelehem sich dum nach Nf • 9. 
alle Geraden» welche zwei enUprechend« Pnaeto der Pnel* 
nike verbinden^ aehneidM mflenen. 

61. CarTen zweiter Ordnang und zweiter Classe 
sind identisch. Durch einen Pnnct einer Onrve aweiter Classe 
kam nach Nr. 901 keina Gerade gelegt werden, wdehe die 

Curve noch in einem andern Puncte berOhrt. Eine Gerade, 
welche also eine Curve zweiter Classe berührt, kann sie in 
keinem weiteren Puncte treffen, rolglich ist eine Cnrre xweiter 
Classe auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Ebenso beweist man, dasz eine Curve der zweiten Ordnung 
nach von der zweiten Classe ist Curven zweiter Orduung und 
»weiter Classe sind also identisch« aber nur so lange wir ete- 
/M# GrMm belneklen. Denn ein Synteoi ven swei Geraden 

ist woi eiee Curve der zweiten Ordnnng, aber nicht der swei' 
ten Classe, und ebenso ist das System zweier Puncte wol eine 
Eiohfilleode sweiter Classe, aber keine Curve zweiter Ordnung. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe he— l e hnet 
man gewöhnlich mit dem Namen der Kegeüekmitte» 

02. Aufgaben. Aus dem Satze in ISr. 59. folgt noch, 
dasz, wenn a, b, e, d vier gegebene Puucte eines Kegelschnit- 
taa afaid» and m ein verladwÜchar Pnnct deraelken Corvey da* 
DeppalvaiMllnias der vier Siraiea m(a, b, e, d) cenetant iat, 
das heiszt gleich dem der vier Geraden «(«^ b, e, d), worin aa 
die Gerade iMieichoel, welche den KegeUehnitt in a berührt 

Umgekehrt ist der Ort dnee Ponctee m, für welchen das 
DoppelverhBItnisz der Geraden m(a, b, c, d) constant = A ist, 
anter a, b, c, d gegebene Puncte verstanden, ein Kegelschnitt 
der durch u, b, c, d geht. Die Construction desselben ist sehr 
ehifiMh. Iat m efaie Gerade die durah m gebt« and daa Dep- 
pelverhiltaiaa der Stralen t(ß, b, e, dem gegebenen Werte l 
gleich geoMcht, ao Iat der K a g e l achnitt dadnrah gogeheo, dnas 
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«ff dareh m, b, e, 4 gelm nmM and in « die CSeimde mm be- 
rflbren. 

Der KeeaeCriscbe Or^ den wir elien betrachteten, flihrt anf 
die LSanng dea folgenden Pfoblemas 

Ea aind CBaf Gerade V,e,4^tf) gegeben, die aicb In 
einem Paaete aebnelden and aoMerdem fllnf andere Punete 

a, b, c, d, e; nun soll riiicn Punct 0 bestimmen, daxz das Stra- 
lenbüschel o(a, ö, c, 4, e) dem StralenbOachel o'(a'> lf'> tt, e) 
|»rojectivisch sei. 

>Vir (lenken uns den Kegelschnitt beschrieben, der der 
Ort eines Punete« m ist, für welchen die Doppelverhfiitnifize 
der beiden Straleiibuschcl ai(a, c» d) and o\a\ b', C, d*) ein- 
ander gleleb werden. Ebenee beachrelben wir den Kegelecbnltt. 
«reicher der Ort eines Pnnctea II tat, fiir welchen die Deppelver- 
hHltnisxe der beiden StralenbOaehel n(a, b, c, e) und o'(a', 6', c"» ef) 
einander gleich werden. Der erotc Kegelschnitt geht durch die 
Punete a, b, c, d, der zweite eben«o durch die Punete a, 
tf, e, beide aind also Tollttandig bestimmt. 

Danander gesuchte Punct sowol die F^igcnschaft des Punc- 
tea m, als die des Punctes n haben soll, so musz er offenbar 
aaf beidee Kegelachnittea liegen. DIeae bd>en aber drei ge- 
ineinschafUiebe Pnnefe m, b, e, folglieb ist ihr vierter Durch* 
schnittspnnct der gesuchte. Derselbe I^Kzt sich, wie wir nach- 
her zeigen werden, ohne die beiden Kegelschnitte trirklicb au 
verzeichnen, construieren. 

03. Curvenbüschei zweiter Ordnung. Die Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Poncte gehen, bilden ein Carven- 
bflaehel aweiter Ordnung. Die vier Punete ntlen m, b, e, o. 

Unter den Kegelachnitten des Bfltichels sind immer drei, welche 

aus dem System zweier Geraden bestehen. Es »\nd die« die 
drei Paare Gegenseiten [6c, ao], [ca, bo], [ab, co] des voHsfhn- 
digon Vierecks, dem die Kegelschnitte sämmllich umgeschrie- 
ben aind. 

Legt man durch einen der Scheitel des Vierecks, z. Ii. a, 
eine beliebige Tranaveraale A, ee adweidet dieae jeden KegeU 
acbnitt dea BOachela In einen aweiten Puncto und umgekehrt. 



Nr. 62—64.] 
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jeder Punct der TraiiNrersale bestimat einen Kegelschnitt dm 
Büschel?, der eben durch diesen Panct and die vier gegebenen 
a, b, c, o gehen musz. Das CurvenbQschel and die Pnnct- 
roihe in der dasselbe von der Transversale A geschnitten wird, 
t&mA tomadi wmik proiscüvtodie geometriseito tiebilde. Mit 
•oderM Woffton, das DoppeiTerbillnisa von vier Pmetea, in 
denen vier gegebene K^elschnitte des Bdeebels eine beliebige 
durch einen Bamispunct pele{»te Transversale schneiden, ist 
eonatant Tür jede Richtung der Transversale und für jeden Ka- 
sispunct. Mach IS'r.46. haben wir wirklieb die Relation, dasz 
«liee DeppelverliJiitoisz gtdeb den von vier Kegeleefcnitten de* 
Bflscbeie ief . 

Es folgt Heiter, dasz zwei Transversalen A und B, die 
doreh xirei beliebige Basispunefe a nnd b gehen, die Kegel* 
schnitte des Bllaebeie in swd projectiviscben Pnnetreiben eebnd- 
den, wenn OMUI nur diejenigen Piincte m uiul m' als entspre* 
chende annimmt, in denen ein und derselbe Ket^clschnitt von den 
beiden Transversalen geschnitten wird. Nun ist augenblicklich 
klar, daex der DurcbecbnittspuneC der iieiden Transversalen 
sich selbst angeordnet ist, da der dnrcb ihn gelegte K^lsehnitt 
des BQschels in ihm beide Transversalen schneidet. Polglieb 
geht nach Nr. 3. und Nr. 60. jede (>eradc mm', welche zwei 
cutsprechende Puncte der beiden Puncfreiben verbindet, durch 
einen festen Punct Jede Gerade, die durchs geht, schneidet 
die Transversalen A und B in swei Pmcteo, die anf denselben 
Kegelschnitt des BOschels liegen, folglich geht die Gerade 
CO, die zusammen mit ab einen Kegelschnitt des Büschels aus* 
macht, durch j\ die Puncte, in denen A und bc, so wie B und 
ao sich schneiden, liegen mit j in gerader Linie, und ebenso 
sind die Pancte, in denen A und bo, sowie B nnd ac sich 
schneiden, mit / in gerader Linie. 

04. Aafgaben. Angenomnen, es seien flinr Pnncte 0, b, 
e, d, € anf dnem Keg elschnite gegelien and die Pancte a, b, 

e, f sollen auf einem zweiten Kegelschnitte liegen, so haben 
diese beiden Ket^etschnitte offenbar drei Puncte a, b, C ge> 
meinschaftlich , die von vorn herein gegeben sind. Man soll 
den vierten Dorehsehaittspuoct construiereii , ohne die K^ei« 
schnitte sellist sn beschreiben. 
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[§.11-11. 



Man ziehe di« Gendea otf and to*. Sie mSgen besiiglich 
A und B heimsen. Die Gerade Ä trifft den zweiten Kegelschnitt 
in einem Puncto Ct der mittelst des Satzes von Pascal sich 
ohne Construction dieser Curve bestimmen liszt. Ebenso trifft 
B den ersten Kegdschnitt in siMoi Pnncte 4P, der sich auf die- 
selbe WaIm ooiMlniieraB lint Die Geraden AT and M'edbBei- 
den sich ia J, Ist m der gemeinschartliche Pnnct von Ä nod 
bc, m' der geraeinschaffliche Punct von B und Jm^ so ist der 
Durchschnittspunct o von am' und Je der gesuchte. Mit Be- 
sogoahrae auf das, was in der vorigen Nammer auseinander 
gseelit iet» wird man augenbUekUeh die Richtigkeit der Coo- 
stnwtfeB efaieehea*). 

9. 19. 

CTeBOtractieM 4er Cnrven dritter OHIaiuff dwrA mmum 

ge ge bene Pojnetc« 

08. ConetracCien aitCelet eleee Slrelea- and ei- 
nes Kegelschnitthfischels. Oer «Ugenisine SatiiaNr.tfa 
bcissC flir »sS und wf^li 

Lehrsatz 1. Der Ort der JharektckmttUfunete derStra^ 
ien eines Stralenbüschel» mit den entsprechenden Kegel- 
schnitten eines ihm projectivischen Curvenbüschels weiter 
Ordnung, ist eine Curve der drillen Ordnung, welche 
ätirtk düe 9ier ge m e bmkaßHe k m k nmete der KegeleeMtie 

Ist 0 das Centrom des Strelenbiecbels. so ist die Taugente 
der Cwe diiller Ordnung in PlineCe • der enta|Meeiiende Stral 
Ar den Kcgeiecbiilt dee B l ec h el e, der dnrch o gebt 

let m ein« der Baeiepenete dee Kegsleebnitlblachele, ee 
ist die Teagente der Gerve dritter Ordnnng in « die Gerede» 

welche in diesem Pnncte nach Nr. 51 o. denjenigen Kegsleduiitt 
berfibr^ welcber den Stral 00 entspricht 



•) Man sehe Schröt er , ProbUmalis geomttriä ad xnptrßeiem aemndi 
ordinis per data pnncta cotutnuitdam spectanti» aoiutio nova, VratisUriaG. 

i8<a. P.1S. 
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Die tefWM» SIIm dts vorhergehend« folgeni eich «w 

Mr.M: 

Lehramts iL Ltft wum ätrek wUr fuU fimeu Mmtr 

Cvrve dritter Ordnung einen KegeUeknitt , so schneidet 
dieser die gegebene Curve in %wei Funden m und m'. 
Die Oerade mm' geiU durch einen fünften festen Pknet o 
Ue KegeMmtttea* Doe Ke§ei9ekmttlbü»ekät mnk m 
Her Fimete a, e, 4 Mmi dae Si rmieiMeeM darek o 
sind projeetttisch. Der Punet o heisU 4er Qe§9npun€t 
(ßUHto Ofp^eto) der FumeU ^ b, e, d. 

Lehrsetx III. AM im ekur Curve dritter Ordnm^ 

drei Punete a, b, c gegeben und legt man durch einen 
vierten festen Punct in derselben Curve eine Gerade, die 
die gegebene Curve in den Pwtcten m und m' schneidet, 
eo pekt der Kefeteekmltt, dem wtmm dmrek a, b, e, m, wt 
beeekreibem imm, dmrek eimem ßmßem fUtem Fmmet d der 
gegebenen Cerve. Die KegelsehnUie durch a, b, c, d umd 
die Geraden durch o entsprechen eich pntfeetieieek» 

66. Die Methode von Cbasles zur Constructioo 
dereelbeo. Wir stellen jetzt die Aufgabe, durch neun gege* 
hene Piiacto a, k, e» d, e, f, g, k,J eioe Cenre der dritten 
Ordnung zu beschreiben* nod zwar mittelst zweier projeelivi* 
scher BOscbel, das eine von Kegelschnitten, das andere ein 
StralenbOschel. Um die Basen der beiden BOschel festzulegen, 
sind fünf Punete nötig , aber einer derselben Int nach Nr. 57. 
nieht wilihflilidi. Die vier «brigen Paacto kann wum beliehig 
mier den gegeheaen neun Pnaetoa aaawihlea. 

Jeuachdem der nicht vrillkürlicbe Punct dem StralenbOschel 
eder de« Kegelschnttthflechel augetelU wird, ergebe« «ich swei 
rewMdiiede ae Arten der Gonetraetloa der Oarvea dritter <hd- 

nung, entsprechend den beiden obigen Sfitzen II. nnd III. in 
Nr. 65. Wir geben hier nur die ernte Art der Constnictioa, wie 
sie C hast es gezeigt hat*). 



*) CwMlnictiiMi de la oourbt du ordre dOermiiUe par netff pomt» 
(Comptfls leeiu^ M. Hat 1853). 

In Betreff der sweitea Art der Oowt n wtkm der Cnrren dritter «nd 
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Wir coMlrai«r«n ftnf KtgvlMhiiltte, die dareh m, ^, €, 

d und bezflglich durch e, ff, hj J geben. Das Syaten dieaer 
Ittaf KegaUcbiütte nuge durch daa Symbol 

dargaatdU «ardaa. Ba baadelt aicb jetel anr daran, abien 
Puact o tn beatimmeu, ao daas daa Syatam von fttaf Geraden 

oie, r, ff, h, j) 

dem System der (unf Ko<^elschiiit(e projectivisch sei. Da nun 
diesen System nach INr. 45. dem System der Tangenten der 
Kegelscbnitte im Puncte a projectivisch ist, so föllt diese Auf- 
gäbe mit der In Nr. 02. und Nr. Ol. gelSatea soaamnien. Be* 
atimmt man den Gegenpunct o von a, b, c, d, so sind die er- 
aeageoden Bfiacbel beatimmt» und damit die Aufgabe gelOat. 

67. Verschiedene SUtzc iiberCurven dritter Ord- 
nung. Betrachten wir jetzt zwei Curven dritter Ordnung, die 
durch je neun Puncte gehen, von denen aber vier a, b, €, d 
dieaelben aind. Die beide« gegebenen Canreo aebneiden aicb 
in iveitern l^nf Punctcn, durch die ein Kegelschnitt bestimmt 
wird. Dieser läszt sich construipren, ohne die fünf Puncte zu 
Itennen, das hciszt, ohne die Curven dritter Ordnung wirklich 
au verzeichnen. 

Jeder dem Viereck abcd umgeschrichene Kegelschnitt 
schneidet nämlich die erste Curve dritter Ordnung in zwei 
Puncten m und n und die aodere Curve dritter Ordnung In 
awd andern Paacten ni' nnd Die Geraden am nnd m'«' 
achneiden die beiden Curven dritter Ordnung in avrei neuen 
festen Puncten o nnd 0', den (icgenpuncten von a, b, c, d in 
Bezug auf jede der beiden Curven. Nimmt man immer andere 
Kegelschnitte, so erzeugen die Geraden omn und o'mfn' zwei 
ZB dMi Bflachel Kegelaehnitte projeetiviache Straienbaachei» die 



tberiisopt ÖBSr hBhnm Qrdaung, leiie bmb die ■atgawiclintlCB Abhsncl- 

luBsm: 

JouquiirtSt £»sai nir la gfy&aiiou des rourbes g/umfirif/ues rtc. und 
Härtenberger, Uebtr die Erzeugung geometrischer Cumen ^CrtHt- DoT- 
vhardt'f Jouraal. T. 56. Berlin, Rdmcr. 1860. S. 54.) 
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folglicli nch «oter sieb projeeUvtaeli «iMd. DI« enliipreebeiideii 
Stralen dendbrn» enengeD nun als Ort einm KegeUcbnitt, der 
darch 0 und O*, so wie durch die fflof unbekannten üurchschnitta- 
puncte der beiden Corven dritter Ordomg geht. Er ist alte 
der gesuchte. 

a. Satz von Plücker. Von diesem Kegelscbnitte ken- 
nen wir sehen swei Pnnete • und o*; drei andere Puncte kann 

«an aus den drei Paaren Gegenseiten des Vierecks mked, als 
specielle Kegelschnitte des Bflschels aurgefaszt, herleiten. Sind 
nfimlicli m und n die Puncte, in denen die erate der Curven 
der dritten Ordnung durch die iäeraden bc und ad getroffen 
wird; W und dieselben PnneCe ßlr die sweile Cnrve dritter 
Ordnong, so sied die Geraden Mi nnd Mf«' strel enispreebende 
Straten der beiden prnjecti vischen StralenbOscbel mit den Mit- 
telpuncten O und o'; folglich liegt ihr Durchschnittspunct auf 
dem gesuchten Kegelschnitte. Dasselbe läszt sich von den 
andern Paaren Gegenseiten [ea, MJ und [üä, cd] zeigen. 

Hieraus folgt: 

Lebreats IV. Von neun gemeintchaftlichen Puncten 

%weier Curven dritter Ordnung bestimmen fünf beliebige 
einen Kegelschnitt, der durch den Gegenpunct der andern 
vier in Bewug auf jede der gegebenen Curven geht *). 

b» Satz von Hart. Es seien a, b, €, ä; et^ b\ e', iß 
acht gemeinschartliche Puncte zweier Curven dritter Ordnung 
und o und o' die Gegenpuncte der beiden Systeme a, b, c, d 
und a', b't c^, d' in Bezug auf die erste der gegebenen Curven. 
IMe Gerade oo' echneldet dieee Cnrve in einem dritten Pnnete x. 
Ans der Delinitien den fhgMptmetu felgt, denn die dnicb die 
Puncte a, b, e, ä, & und o', b", €*, tt, o gelegten Kegelsehnittn 
beide durch s gehen muszen, und es ist daher sp der neunte 
gemsinscbaftliche Punct der beiden Curven dritter Ordnung**). 



*) PtMehtrt 7%eorie der algd>rtuadtm Curven, S. 56. 

•*) Hart, Constrvction btf tht rvler nhne to dftfrminf the. ninth poi'nt of 
üuerttctim of two curvet of lAe tkird degret. (Cambridge and Dublin M«- 
thmatiml Jsanwl, toL 6, Cambridge 1851, p. 181.) 
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C. Satz von PoBcel«t. Siod m, c, d vier Poncte 
•hier Corv» dritter Oidnaiii, m M ihr 0§§§i i p t met o Mgwider- 
inaszen eoMrtnderbar. Es seien m und n die Puocte, in denen 

die Curve von den Geraden ab und cd geschnitten wird , so 
schneidet mn die Curve in o. Fallen nun die Poncte a, b, c, d 
in einen a zusammen, so fallen auch m und n in den Punct 
m tsMMBMiif in weiehem die Berflfcrande in a die Cerre eehnel- 
det; 9 wird also der Oardbsdinittspnnct der Gnrte mit der 
Tangente fai m. Nennen wir nach Nr. 30^. m den Tmigenfiml' 
punct von a, no ist o der Tangentialpunct von m, also der 
UDeUe Temffentialpunct von a, and wir haben den Sats: 

Lehrsatz V. Hai eine Curve dritter Ordnung mit ei- 
nem KegeUehnitt eine vierpunciige Berührung, so geht 
die Gerade, weieke die beiden übrigen Durckecknittspunete 
beider Cmrten verUmdet, durch den zweiten Tangentiai- 
§99 BdMnmfeptmeUt. 



Hieraus folgt unmittelbar: 

Lehrsatz VI. Hat ein Kegettehnitt eine fünfpunctige 
Berührung mit einer Cwrvc der dritten Ordnung, so eehnei' 
det er dUeelbe mtf der ferHmdungtgerudem dee Berdk- 
mU deeaem wmeUem TamgenUa^nmeie% 



d. Satz von Salmon. Aus den Sätzen in b. und c. folgt, 
dasa, wenn zwei Cnrven dritter Ordnung zwei vierpunctige 
Berihraagen in m med et eiageheo» der nennte Durchschnitts' 
imet es mit den nweiten Tangentinlpaneteii d nnd et der Be- 

riihrung^nncte a und o' in gerader Linie liegt FaUen a und 
et zusammen, so Odlt auch o und 0' zusammen und x ist sein 
Tangentialpunct, das beiast der driit/e Tangentia^tmet von o. 
Da« gibt: 

Lehrsatz VII. Alle Curven dritter Ordnung, die in dem- 
selben Puncte eine achtpunetige Berührung mit einer ge- 
geöeneu Chore dritter Ordnung eingehen, gehen durch 
den dritten TengenHe^une t dee Serahru$igepuneiee**).' 



*) PonceUt, AMhf^ dlcf tram»vertaU$, p. 1S5. 

**) Sahuon, On currtit of thf third order. (Pbilosophieal TrsilBM^tlOBC 
of tbe fioyiü Society, vol. 146, part. 2. London 18*9. p. 6S5). 
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«. Eisige weitere Sltse. Weadel naa dM 8eti in 
Nr. 45A. aef äae Carre dritter Otdaaag aa, «o eatiteiit: 

Lebrsati VIIL Wird etme Orat drtUtr Ordnung von 
einer Cune n-ter Ordmmf im 3» Puneten peeekmiUen, 

90 liegen die TangenUalpunete dieeer FUHCte mUe im eimer 
mmdem Cnrre 4er drittem ihrdmmmg» 

iüeiaaa folgt amaittelliar aach Nr. 44.: 

Leiireats IX. Die KegeieekmUle, weiche im dem Bmrek' 
eeludttspuneten einer Cnrte n-ter Ordmmff mit einer eol- 

eken dritter Ordnung, mit Innerer eine pinfpunetige Be- 
rührung eingehen, schneiden dieselbe in 3n Puneten, die 
in einer uoeiten Curve n-ter Ordnung Hegern, 

Oder aack: 

L«hr»ats X. Bat eim KegeleekmUt mtU einer Cmree 

dritter Ordnung eine fün/puncUge BerUknmg in a und 
schneidet sie in b, so hat, wenn a' und b' die Tangential' 
puncie von a und b sind, ein weiter Kegelschnitt in af 
€tme ßhnfpuncUge BerUkrmmg weit der gegebenen Curve der 
drittem ihrdmmg wnd eekmeidet dieeeOe im ^. 
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68. Erkl&rang der Polaren; Anzahl darselben. £a 
•eian dnui Cwa I« van 4ar iMea Oidiiinig is4 aio 

bdlabif er PMwt • lo ibrar Rfcm a gagebaa* Vm o Imm «u 
aieh eine Traasveraala drahM« die in eieer ttrer Legee die 
Genre CW in • Peactan 

'k* ^» %» '••'» 

aeboeidat; denn iet dar Ort der lianMHiiaebee llittel|Nniele dee 
r-tee Gredee fBr dea Syafem te Beiiv «ef 

0 als Pol eine Cerre dar r^n Ordnung, nach Nr. 11. aef 

jeder durch o gesogenen Geraden r Pancte des Ortes liegen. 
Eine solche Cnrve heisst die (n — r)'te Polare des Poactes o 
In Besug auf die gegebene Curva. Diese aelbsi heiast die 
RmäamtmM' ader ^nmäeune*)* 

Der Punct o eraaugt anf diese VVeiae »— J Polaren der 
gegebenes Gurre. Hie mnm Msrv lat eiee Cwte der (a— l)-teo 
Ordenngs die w m ttte Mate eiee ealcbe der S^^tee Ord* 
mag; u. a. w.; die lettie oder (n — \)'ie Potare, das beiast 
der Ort der harmoaiacban Miltalpeaete dee erela« ISmdee» iet 
eine Garade**). 



*) Grattmann^ Theorie der Centralen. {L'i tllet JounwL T. S4. 
Bartta, Bsiawr. 1841. 8. 262). 

D«r 8sis iü lllr «s hsmonfadMo Hftttlpanele eisMi Ontk» roa 
Csl«« gcfdiea. M. s. Jfae/aari'n, «. «. 0^ p. 106. 
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6ft. OekerlragiiDK der Sits« fOr harnonUebe Mif- 

telponcte «nf Polaren. Die in §.3. bevriesenen Sätze flir 
die barmoniscben Mittelpuncte eine« Systems yon n Pancten 
auf einer Geraden laszeii sich in ebenso viele Eigenschafton 
der Polaren einer gegebenen Curve abertragen. 

«. Der Sati in Nr. 12. Der Lelireala in Nr. 18. lletC 
akb felgendeiaaeaee fiwaen: 

Lehraats L M m ein Bmd der (m-r)'ten F^iare 
99» 0, »o tat o um§eMrS etm Pimtt der r-Sem FHmre 
99m M*); 

edw aaebt 

Lehraata II. Jftr Orr dtr Ftmefe, deren r-te Polare 
dardk eAwii /Mm Pimet 9 §ekt, 1»t die {n-^r)'ie Feiere 
dee Hmetee 9m 

Se iat a.B. die etela Pelare ven • der Ort der Pele. 

deren gerade Polarea dnrdi o gehen; die «weite Polare der 
Ort der Pole, deren ceaiaelie PeJarea dareh dieaea Pnnct ge- 
hen; a. m. w. 

Der Sata in Nr. 13. Aaa dem Saiae b Nr. 13. folgt 
aageaMicUiab: 

Lehraata III. Bim bMÜger^mei 9 kat dieeeiöes-te 
Feiere, eemei im Beee§ emf die ge§ebeme Ceree Cm, eie 

in Bettiff aef Jede aie Fundeeiemlalcurve beiradUeie Fe- 
iere einer kSkeren ifrdmimf deeeeibem Fmetee au 

So Ist X. B. die »weite Polare von o in Boing aaf A die 
erste Polare der ersten Polare desselben Panctes in Being aaf 
Cm\ die dritte Polare ist die erste Polare in Bezog auf die 
aweite Polare und gleichzeitig die zweite Polare in Bezog auf 
die erate Pelare; n. e. w. 

^^^^fe Der Satz in Mr. 14. Daa TheorMn in Mr. 14. gibt 



Bo»i»i«r, nairteM nr Im poUüm waamu9t$, (Aanaks de 
G*rt9nn4t U It. MtaMS litS— Ii, p. a05> 
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Lehrsatz IV. Die f'te Fokare eines PimeUe ef tmRe- 

wff auf die r-tc Polare eine» anelern Punete» o in Bewug 
auf C» fällt mit der r-ien Polare von o tmeanunen im Ü0- 
»ufi auf die r'-te Polare von o' nach Cn*). 

Dieser Satz ist, wie sich spiter zeigen wird, durch seine 
Tiden Folgerungen iuszerst fniciitbar. So ergibt sich s. B. die 
im Fdgwdwi «iweiaandergesetse EigeQsebail durch Vergld- 
chmg mit dem Sats in Nr. 09«. fMt vm selb«*. 

d. Fol<;erun^aus dem Vorhergehenden. Die r'-te 
Polare von o' in Bezug auf die r-te Polare von 0 gehe durch 
eine« Pnnct m, und es gebe die r>te Polare von o in Besug auf 
die f-te Pehre vea ¥ i{leiebieitig deieb deoeelben PsmI; dann 
folgt aus Nr. 60a., daes die [(«—rO^rj-te Polare von m 
nach der r'-ten Polare von o' genommen durch 0 geht, und 
dasz gleichzeitig o auch ein Punct der r^-ten Polare von & ist, 
%venn diese nach der [(»— r*) — r]-ten Polare von m geoommen 
wird. Daber der Sats: 

Lebreata V. Geht die r'»te Polare von o' in Bewag auf 
die r-ie Poleare vom 9 dureä dmePimet m, eo gekt me r'^te 
Polare von o' in Bem§ mf 4U r^rO-üe PUmre mm 
m ätwek 0. 

70. Tangenten Yom Pol an die Grundcurve. Wir 
kehren aar Definition in Nr. OS. surflck. Nehmen wir den Pol 
0 anf der GrandenTve aelbet, so daes dieser also die SteHe ei- 
nes der Ii Punete «i, i^, ....>«■ vertritt, so ist der Punct 
O der harmonische Mittclpunct des ersten Grades Rlr jede be- 
liebige Transversale. Fällt nun die Transveritale mit der Tan- 
gente in o zusammen, so gilt 0 für swei der Punete a^, 
a^»;,,an. bi diesem Falte wird aber naeb Nr. 17. der bsr- 
meideebe MitteliMmet ersten Grades nabsstbnmt, nnd es Ist 
erlaubt, jeden beliebigen Pnnct der Tranaversale dafür zu neb- 
men; diese ist daher in unserm Falle selbst der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte ersten Graden, und darin liegt der iSatz: 

Lehrsata VI. Die gerade Polare id,L dieUMe) eines 



•) PMeftsp. £Uip <w sMMt GbordAMMMyslaM. iCflU» JouniaL 
T. B. Beriin. BaiaNr. 1890. 8. M). 
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Liegt 4«r Pol nicht In der GrattdeorTe, aber die Tranever« 

aale l«t eine Tangente, ee Tallen zwei d«r Puncte 4^, a^, 

, Oa mit dem Berührangspuncte zusammen. Dieser ist also 

nach Nr. 16. ein barmoniacber Mittelpunct des (ii--l)-ten tira- 
dee, also ein Paoct der ersten Polare. Das gibt: 

Lehrsatz VII. Die ertte Polare eines beliebigen Fun- 
CUM schneidet die Grundeurve in den BerührungspuHCten 
der Tuigentem, wtMß Mk 99m d^MMi AMdf mm Mi die 

INa erate Polare ist von der (« — l)-teD Ordnung, sie schnei- 
det daher C» in PincteM. Bs laaM eleh alee dareh 
efaiea beliebigen Punet «(ii— 1) Taageateii an die Orandeurve 
legea% Dae Hefert de» Sata: 

Lebraats ¥I1L Mae Ctrw der m-tem Ordmmß Uf im 
Attje mHnm emu der «(ti— l)-!«» Cleeee* 

71. Polaren eines Punctes der Grundcurve. Wird 
der Pol 0 auf der Fundanientalcurve selbst angenommen, so 
flUlt für jede Richtung der durch o gezogenen Transversale 
nSmm der DmcfaeebailteiMuiele ^» «4, o», ....,4^ nit • aaaam- 
BMB. Es ist folglich nach Nr. 17. 0 ein baraioaiacber Büttel- 
pnnct eines jeden beliebigen Grades des Systems a^, i^, %t*^» tf« 
ßr 0 als Pol, and es geben demgemSas alle Polaren von 9 
von der ersten bis zur (« — l)-ten durch diesen Punct 

Aber wir iconnen noch weiter geben, ist nämlich die 
Transversale eine Tangente von C* in o, so gilt dieser Pnnct 
fflr zwei aasaramenialleBde Dnrcbschnittspnncte» also auch nach 
Nr. 17. lir vmA harMenieeke Hittelpnnete etaea beHeUgen 
Gnidea, «ad daarit ergibt aieh der Satit 

Lahraata VL Ke feierem etter 0rede eAute Amdae 
o der Orundeurve berühren diese im Me eeUeL 



•) Peaeslal, 8thtiM...mitU dw^ UM dm pMru rte^ojuu 
Me. (AnnaUi da Gsr^eaa«, t.8., SfaMi UlY— ItM, p^tH). 
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An dmeiben Nr. 17. Mgt Mcb: 

L^limts X. me erue IMw Mm» Ptmete» 9 der 
FMtmientaicyrve M äer Ort 4er kmrtmeieehen mttel- 
imnete des in — '2)-ten Grade* fUr demMo und die n—l 
Puncte, in denen Cm von einer verämierliehen Transver- 
sale durch o geschniuen wird, Dte «(m— 1)— 2 Puncte, 
im demem die erete Polere m« e Cm tmeaer dem Amel» 0, 
in dem Wiek nach dem OH§em die (XarvenUrükrem, eekmet- 
det, sind die Berührungspunete der dmrd^ 0 feigen m- 
deneeiiigen Tangenien von C*. 



72. Einflu8z der vielfacheo Puncte. Es habe die 
Curr« Cu in d einen r- fachen Punct, es acbneide alao jede 
Gendbf wdebe dareb 4 gebt, dl« Cvnre to diesen Penete 
r-mal , dann iat nach Nr. 17. d «b r-fitdber Pmet Ar Jede 
Pellte dieeee Panelee. 

Jede Tangente an die r Zweige der Cnrre Cm adineldet 
dieae aber nach Nr. 31. in r-f 1 Pnnetea, die mit ifsaeammeo« 
fallen, so daa« flir diese Taogeatea als Transversalen betrach- 
tet r-|-l von den Puncten a mit d zusammenfallen, und damit 
also d auch für r-f-l barmonische Mitteipuncte eines beliebigen 
Gtadea Ar 4 ala Pel an belraeblen iat (M. a. Nr. 17.). Die r 
Tangenten ven Gt in Penete 4 berühren alae in ihm aneb die r 
Zweige einer lidiebigen Pelare vea 4* 

Daraas folgt ferner noeb, daaa die (n— l)-te, (n— 2)*te. 
....,(«— r-f l)-te Pelare ven 4 nnbeatininit wwden, vad daaa 
die (fi— r>te Polare ans dem System der r Tangenten» das 
wir achon in Nr. 31. betrachteten, beatebt 

Dieae leiste Eigeneebaft ergibt sieh anch e i e n b ar daraaa, 
daas, wenn man neeb Nr. 03. eine Tnngente an einen der Zweige 

der Curre d in d als eine durch den Pol d gelegte Transter- 
sale betrachtet, r-{-\ der Durcbscbnittspnncte a mit diesem 
Pol susammenfailen, und also nach Nr. 17. jeder Punct dieser 
Transversale als harmonischer Mittelpunct r-ten Grades auf- 
geÜMst werden kann, daaa also folglidi das Bisebel der Tan- 
genten an die r Zweige der Curve C« den Ort der harmonischen 
Mittelpenete des r-ten Giedae in Beseg aaf ala Pei daratellt 
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73. Eiofluss der vletfacheo Puncte; Fortsetzung. 
Es sei 0 ein beliebiger Panct in der Ebene der Curve Cm, die 
in «feinen r-fachen Punct besiUt, und die Gerade od gezogen; 
dano werden natarlich ifkt diese Transversale r der Puncte a 
«it d wmnuamXM&m, Dieser Peecl tot daher mcb Nr. 19. der 
Ort für r^9 harMeatocbe MUisIpeeele des (fi^«)-lea Grades, 
#«:. Da* tlefert den Sats: 

Lekrsats XI. Bin r^fteker Fimet der Fkmdama Uai' 
€mv§ iit «f» {r^tiHMer Ptmei dar w-tem Poläre eine* 

«. Specietler Fall, wenn Cm aus n Geraden be- 
stellt. Vir weUen das VethergelMade aef dea Fall aaweadea, 
dass Cm aas dsm Systeai von n Geradea beslslit, die sieb In 

d schneiden. Fflr Cm wird dann d ein n-facher Punct, und er 
Ist folglich auch für die erste Polare eines beliebigen Poles ü 
für Cm als Grundcurve ein (n — l)-racher Punct. Diese Polars 
besteht also aus (n — 1) Geraden, die durch d gehen. 

Mit andern Worten: Ziehen wir durch 0 eine beliebige 
Transversale, welche die n Geraden in Ui, u^, ^. , schnei* 
de^ kmkkiMin wir fsrasr die kamoalseliea MitlelpaBete des 
(m—iyua Gradas dardi «{|, a^....,flia^, so tot daa 8y* 
etem der »<— 1 Geradea 

dl(aii, Mf, aig, ••>*, wtm'^i) 

nach Nr. 20. die erste Polare von o. Nach Nr. 18. folgt nun 
aber ferner, dass, so lange der Fol o sich auf einer Geraden 
bewegt, dto dareb d gebt, diese ervte Potare ateta dieeelbe 
bleibt 

Fallen von den n gegebenen Geraden s in eine einsige da 
aaaaaiaea, so fallsn aneb aacb Nr. 16u #—1 banasatoebe Mittel« 
paacte des (n— ])*tea Grades mit a susammen, und es reprl* 
aeattort dabsr 4a$ was aucb o sei, • — 1 der Gsradea 4m. 

d. Polare elaes Wlabela. Fir iisS erblU aaa dea 
apedellea FaUt 

LebraatsXlL in die Fkmdmmentidetme m» rnnt Oirm- 
dam d{ßi,ü^ mumHmemfueiut, t9 i»i dt§ Polare Hnu 
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Puncten o in Bewg auf die beiden gegebenen Geraden der 
%u do %»§geordnete harmonische Stral. Fallen beide Gerade 
uttammem, so fäUt auch die Polare mit ihnen wmsammen 
/Sr iniM beHMiem Ptmet aia F9t, 

Die soeben deßnlerte Polare zweier tieradtn neant idia di« 
Falare von o für den Winkel a^da^. 



74. Einflnsz der vielfachen Pnocte; 8chlnsz. 
Wir wMd«n nw wieder ser Beltaditaiig eiier Miebfgen Corre 
Cm, die in d fliM r^kcfcen Ptoet beeilst let • ele beKebiger 
Pol, so geht seine erste Polere nach Nr. 73. (r— I)-nial durch 
4, und die r Tangenten von Cm in d bilden die (n — r) te Po* 
lare des Pnnctes d selbst Dem analog bilden natflrlich die 
(r— 1) Tangenten Im Pnncte d an die erste Polare ron o die 
[(«»l).(r.])]^ Pelere Ten 4 in Besag e«f die enie 
lare von e, eder anch, was dasselbe ist, nach Nr. 69«. die 
erste Polare von o in Bezug auf die (n— r)-te Polare tob A 
Betrachtet man nan noch Nr. 73a., so hat man den Salss 



Lehrsatz XIII. JM 41t 

r-fachen Punct d, »o bilden die r — I Tangenten, die 
von d an die erste Polare eine* beliebigen Puncte» o le- 
gen kann, gleich»eitig die erste Polare von d in Benug auf 
Omo BBeekei äer r Tm^entem der FktHementalewrve in ä, 

m, Folgerung 1. Hieraus folgt mit Besag eif Nr. 73«. 
dasz alle ersten Polaren der Puncto einer Geraden, welehedaieb 
d gehtj in diesem Puncte dieeellfen Tei^eoteii habeo. 

b, Folgerung 2. Fallen ausserdem # der Tangenten 
Gt im Peeete d in elM einsige Gerade swanroen, so ist nach 
Ifr.TSe. diese auch (9—1) -mal Tangente «a die erste Polare 
von 0. folglich repräsentiert dann d nach Nr. 3i r(r— 1) + #—1 
Dorchschnittspuncte der Curve CW und der ersten Polare. Da 
also die Zahl der noch fihrigen Durchscbnittspuocte gleich 
«(•-l)— Kr-l)— (#— 1) ist. diese Zahl aber nach Nr. 7a 
•osdiUt; wieviel Tangeateii eich dereb • an die Fi 
talcurve legen lassen, natflrlich vorausgesets^ 4 eel d« 
vieliMbe Panel, eo kSooeo wir folgenden Bali 
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L«hr«ata XIV. Bai die FkiUlMuntaSeunt etHen 
r^fladken nmei, mit # wtmmmmflUiendem Tumfeniem, #o 

wird dadweh die Claue 4er Cmve mm r(r— 1)4-'— ■ 
EfmkHten vermindert» 

e. Folgerang 3. DIm« «ügeiMlira EigtMwhall MmI ticb 
IBr rsS, #sl lad r«8, «s9 vadi Nr. 73^. folg«DderaiaaiMi 

LekrsatB XV. BtU dU P^märn H enl a ieurve in d elmem 
Deppe^nmet, so geht die erete Büare eiime MMige» 

/e» durch d, und berührt in diesem Puncte den %u do 
in Be*ug auf die beiden Tangenten der Ortmdeuree im d 
%ugeordneten harmonischen Strat. 

Lehrsatz XVI. Ist d für die Fundamentalcurve ein 
Biichhehrpunct, so geht die erste Polare jedes Punctes durch 
d, und berührt d4uelbst die Rückkehr tangente der gegebe- 
iMN dsrpe» 

Die erste Polare von o »chneidet derogemfisz Cn auszer in 
d ia nooli «(II— 1)— 2 odar «(ii— 1).3 Pnocteo, jenachdera 
d aiMB l>oppalp«Mt oder aiaa SpHaa UMet Falglicb gilt der 
Sala: 

Lahraats XVIL Die CUmee eimer iSmrpe emUdrigt 
eieh um %wei Einheiten für Jeden Doppeipunct vad 
mm drei Eimheitem ßrjUe Spitme*), 

d. Folgernng 4. Für ein beliebigea r und « = 1 eot» 
ateblt 

Lehrsatz XVUl. Hat einen r-fachem Punct, mit 
r wereeMedemem Tsmgenien, eo erniedrigt eieh die Claeee 
der Curve mm r{r — I) Bmheiten, de* keümt, etm r-fm^mr 
tarnet mit r verschiedenen Tangenten hat dieselhe Wir- 
ft ml» ädtte die Omree ir(r— 1) Jkppetpmmete. 



Dies gavrinnt grosze Evideos, wenn man beachtet, dass 
dar g a ^ a i a w h af tlicha DorehaeliBlttapaBet ? aa r Zwaigao aiaar 



*) Plücktr^ Solution dwu qnution /o ndamm taU conctntani la thiorie 
gMA dbf «nr«M. (Cr«fl«« JmmL T. IS, Bmüb, Batawr. UM. p. 107). 
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Canra eigentlich der Ort von 4r(r — 1) Doppelpuncteo ist, welche 
aus den Dorebschoittco der r Zwe^ in zwei uod swei eot> 

stehen. 

Haben nun noch # der Zweige eine gemeinschaftliche Tan» 
Kente, so entetehen dorcb Gombination jede« dieser Zweige 
mit dem folgeodeii 1 Spitxen. Jede andere Combination 
d«r tiamiindMii Zvrdge sn swel gibt dsw KwrOhoHdiw Do|>- 
peipaiwl« und das liefert den Stist 

Lehrsftts XIX. An r^fixktr hmet mU # mimhrmmi- 
fkUetUlm Ta»9«mten vernOmdert die Clatse einer Cime 
tf» el^en eoviel Einheiten, ale \rir—\) — {t—\) Doppth 
ptmeie mul # — 1 J^rifMen tmeammen^enowmen, 

75. Der Sats von Maciaurin. Sind a und h die beiden 
harmoiiiflcben Mittelpancte de« ersten Grades ffir die beiden 
SyatMM VM Pmeten 

Ol, a^, Ost — > 
^it ^ ^ ••••• ^» 

Im denen die Fundamentalcarve Cn durch zwei TraBsrersalen 
geschnitten wird, welche durch den Pol o gehen, so ist die 
Gerade Ab die letzte Polare von o. Legt man nuo durch die 
Pancte Oi« ^ ^> •*••* <>■ ^i* ^s* ^»* ••••» «ine «weite 
Csrre der «-tee Ordnmg C« • ae ist Äe Oetede di wk In 
Bemg auf Cm «He Pelere ven ee daei, wenn wfar jelit ü» 
beiden Transversalm 99^0^..,. a» und obib^,.,»§m ri^einiider 
■Beadllch oibero liMeBv der Sets entstellt: 

Lebreets XX. Beräkrm steh mmI CtarM» der n^4eH 

Ordnung in n Puneten, die in gerader Linie liegen, eo 
hat jeder Punct dieser eermäem fUr Mde Ctareem meeeiöe 
gerade Foiare *)• 

Als swelte Genre kaae wem dee Syetea der 11 Taegeotee 

der Corre Cm io den Puneten m^, m^, dm betieebtea; 

denn gebt der ebige Satt aber Int 



•) Aslnsa, A frssawff «s dm plm» «htsw» MUn MM, p.M. 
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Lehrsatz XXI. Bfm Hl, der mit n Puncten einer 
Ckrve n-ter Ordnung auf der »e Iben Oeraden Hegt, hat 
90wol in Be%ug auf die Carte, als in Be%ug auf ihre Tan- 
genten in den n gegebenen Puncten dieselbe gerade Polare. 

Dm Letstar« lint sich mch JSr. 11. aneh m» «iMprecheii: 

Lehrsatz XXII. Legt man eine %weite Transvertale 

durch den Punct o, und schneidet diese die Curce in den 
Puncten c,, c«» c^, — ,c»; die n Tangenten aber in fi, 
, so existiert immer die Relation 

1 4^ -1-4.-1- J. 4.±-l.±4.Lj. 4.1*N 



7G. Der Satz von Cayley. Ea aeien n Gerade Ag, 
A^, ....»Arn vtA «io P«l 0 gegeben, all« MMbNeb In «loar Eteae. 
E« «ei ferner Pr dl« gerade Pdare vee • ie Besag eef das 
SftHam Tee n— 1 Gereden 

Alt A§), A§t ■•••»^r-lt ilrfl» Am$ 

ala Ort der (»— 1)-lan Ordneeg belraebtel» vad der Penct, 

in dem Pr die Gerade Ar aehoeidet, dann iat dem Satze in 
Nr. 15. gemfitfz ar der harmonische Mittelpanct des ersten Gra- 
des des Systems der n Poncte, in denen die n geliehenen Gera« 
den von der Tranaveraale ee^ geachnitten werden, (üt o ala Pol. 
Dae gibt da« Sets: 

Lehrsatz XXIII. SSnd n Gerade und ein Pol o gege- 
ben, so Hegt der Punct, in dem eine beUeb^e Meeer Oera- 
4itm Me permi» Man vom P fltt emUrm »<— 1 €itrm- 
dem schneidet, emf dSer #srwd!m fpkars ee» e fVHt atte 

Aes diaeeai Selae felgt Mr fis3: 

Lehrsatz XXIV. Die gerade Polare eines Pustetee in 
BetK§ mtfUlM WUtei eiHpe JhrwMle eekMUem Meßeifmt' 



*) MaclaurtUf a. a. 0. p. SOI. 

CayUjf, Sur qu*lquu AA t iw u » ds hgibrntlm dspstSHon, (Cr«/- 
U$ JoansL T. 84. BerBn, BciMr. 1847. p.fT4). 



Nr. 7f ~77b.] Thtarit der Potartm. IQQ 

«flilM in drei nmeten, die in fferader LMe liegen, und 

war auf der geraden Polare de» gegebenen Punefes in 
Be%ug auf da» Dreisen, ais Ori der driUen Ordnung euf" 
gefatU, 

mmd nmgekelirt: 

L«hrsatB XXV. Werden die drwt Seiten bc, ea, ab 
eine» Dreieck» abc von einer Tran»ver»eUe beaitgUch in 
den Puncten a', b\ c' geeeknUlen, und »ind a,, 6,, Ci der 
Reihe nMh die conju§lerten Aarmonieehen Funefe von af, 
e » w i r«f< dtr AnwClPMr» «; e, m; m,k, w wOMth 
den eich die Gerade» ma,, M|» cci im d mn Uem hmete, 
dem Pole der lYaneversmle, 

77. Carvenbflsebel ans den ersten Polaren der 
Pancte einer Geraden. Die ersten Polaren a^reier belie- 
biger Puncte o und o' für eise gegebene Carve Cm scbneideo 
dUk in («—1)* Pancten, dmm J«4tr mA Nr. 00«., da er in 
beiden emlen Polnren liegt, dne gertde Petam bMttit» die 
eoirel dnrefc • nie doreh e^ geht Foigltek entstellt der Sali: 

LehiaatB XXVI. EHte ßermde M die «Mi (n-l)« 
pereeMedenem hmeien, welche die Durchsehmlttefmete 
der ereien Peißren w m eie r beliebiger Ihrer Pumeie eimd. 

Oder aocb: 

Lebraata XXVIi. Die ereien Polaren aller Punete ei' 
ner Cnden baden ein QireeiibBeeheif due durch dIeeeUem 
I)« ANMfall*). 

a. Zahl der Polaren, welche alle andern bestim* 
men. Dieser Eigenschaft gemäss haben alle ersten Polaren, 
welche durch einen Pnnct o gehen, noch (n — 1)* — 1 Pancte 
geMin^ des keimt nie bilden ein OnnrenbMiel, deeMS Beels 
MW den (m— ])* Pelen der geraden Pelare von o beetebt. Dnreb 
■wel Pnncte • nnd #* gebt nnr eine eiste Pehre, nnd swar 



B^biiiier, 
de Gsrfsaa« tlS. 
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diejenif»« 4«t«n Pol d«r DaMkacMM^pwet 4ar g«ri4m Pa- 
Uiw VM • wid ist 

Bs genSgen folgBch drei erste Pohree m eile «Mieni n 

liMliTidualUieren. Denn sind drei erste Polaren C'\ C" 
gegeben, deren Pole nicht in gerader Linie liegen, und verlangt 
man diejenige zu beschreiben, welche durch zwei gegebene 
Pnncte o and & geht, so lost sich diese Aufgabe folgender- 

Die beiden Gurren C ind C* beetimroeo ein Curveubfischel. 
Ebeoeo beetimnieo die Canreo C* «mI C*** ein eeldiee. Die 
lieidee Garve«» wekhe b ei Bg Ü cli sa dieses Mdea BCeeheln 

gehören and durch o geben, individatÜrfsteo ein drittes Curven- 
bCschei; die Curve dieses BAecbab an, wdcbe dardi gebt, 
ist offenbar die gesuchte. 

b, Biafiass elaes den drei gegebeaea Pelaraa 

gemeinschaftlichen Punctes. Gehen drei erste Polaren, 
deren Pole nicht in gerader Linie liegen, durch denselben Punc^ 
so ist dieser auch allen Gbrigen Polaren gemeinschaftlich, also 
fOr die Fondamentalcurre nach Nr. Ti, ein Doppelpunct. Seine 
gerade Pelsia ist daher aaeb Nr. 78. nabcsliiBiBt« da sie nach 
-Nr. danh Jedes PaaeC dar Ebeaa gelegt «erdea kaaa. 

78. Doppelpnncte der Polaren. Die r-te Polare eines 
Punctes o mOge einen Doppelpunct & haben, so dasz also nach 
Nr. 73l die erste Polare eines beliebigen Punctes m, die r-te 
Polare von o als Gmndeurve betrachtet, darch ^ geht, dann 
wird aacb, den 8atee fai Nr. 6QA ganiss» die erste Palaia 
von m, die (n — r^])-te Psiara voa & als Gmndcurfa sage- 
aesincn, durch o gehen; auszerdem wird nach Nr. 69a. die 
(r-l-l)-te Polare von o durch o' gehen und o auf der (m— r— !)• 
ten Polare ron o' liegen. Aus Nr. 776 folgt dann: 

Lehrsatz XXVIII. Hat die r-te Polare von o einen 
Doppelpunct in o', so hat umgekehrt die {n— r — Po- 
lare von o' einen Doppelpunct in o*). 



*^ St*i**r, jUlgemeiM Eigtmduf/kn der tJfftbimmkm OKTWm. (Crei- 
I«« Jeenal T. 47. Btrife. IMS. 9. 4). 



Mr. nm—n,} Ttmfü Ar AImh. Hl 

Hat z. B. die erste Polare von o oiaMi Dt^pelpnnct co 
iat die conische Polare von o' das Syatan wraicr G«nidw, di» 
»Ich in O BcbBeideo, und umgekehrt. 

c. Ri€kkebrp«»et« d«r Graadearv«. Hat dia g«g»> 

bene Curve d einen RSekkelirpaact so Ifist sich die cooische 
Polare dieses Punctes nach Nr. 72. in zwei Gerade auf, die 
beide mit der Tangente von Cm in d zusammen fallen. Jeder 
Punet m dieser Tangente kann also als ein Doppelpunct der 
eoatecbm Palar» tob 41 aagewkm watdeo, m dan 4 «ki Dop- 
polpanot dar araloa Polavo m ai iat Dan liofofft daa Sats: 

Lehrsatz XXIX. Hat die Fundamentaleurve eine 
Sffitse, 90 geht die erste Polare eine* beliebigen Punctes 
§tt RBeUtekrUmftiUe wtMimetI dmrek 4em MdtMtrptmtt, 

Diese «raten Polaraa» für welche d ein Doppelpunct ist, 
hildaa nach Ilr. 77a Ma Cartaaktackd. Em aiod dakat «atar 
iknea aack Nr.48L awai. ftr waicka «TaiaaSpitaa Uldat Naah 
Nr. 72. ist nun eine dieser beiden Polarea di«^1|{e« f&r waleka 
4 seihet der botrefende Pol ist. 

Waltere FolgeruogoD. Es sei ein Doppelpaael 
der #»toa Palare alaea Paactea a» Iii Besag aaf dia r4a Polato 
eines andoia Paaclas o als Fundamentalearva» das heiszt nach 
Nr. 69c., es gebe auch die r-te Polare von o in Bezog auf 
die #-te Polare von m als Grandcarve zweimal durch o', dann 
folgt, wenn wir auf die #-te Polare von m den für die Curve 
Cm ia Nr.7& k a w is a s B aa Sota aawaadaa, daas die [(n-«)-r-l]-te 
Polare voa 0* to Basag aaf die a-ta Pefam voa ai ala Graad- 
catva ia • aiaaa Dappalpaaet kaaUst. Daa gikl daa Satss 

Lakraata XXX. Atf dit M-tt PImM aan ai te B§m§ 
mif dWt r-tt PoImM wom o ataaa SßppHpmrt Ia a*, a« 

Aaf mmgdkeArt die »-te Polare von m in Jgmy o«/ die 
(a~r — a — lyie Polare wo» o' fo a einem Ümw^iawff. 

79. Kücklcehrponcte der Polaren. Hat die r-te Polare 
von 0 in 0' eine Spitze, so geht nach Nr. 78. die (n — r— -l)-te 
Maia vaa •* aivaiml dank m, B<asldia<a «rir aaa daiak m 
aiaaa kattakigao Paaaft dar RMdukrteageato dar r-lea Patara 
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VW • in Biekk«brpiraete so hat mmA Nr. 78«. die «rate 
Pohl« twm m beiof^ aaf dlcäelbe r^Ce Polare von o Grand» 

eunre in 0' einen Doppelpnoct, and es geht demgemSsz nach 
Mr. 786. die erste Polare yon m, die (n — r — 2)ote Poltre Ton 
9^ als Gmndcarve betrachtet, zweimal durch o. 

Sctst MB Mch r= 1, M folgt der 8aU: 

Lelirsati XXZL M äte trwie FoUre m» o «Im 

/fi o', Aof /Mfer Amr/ dl^r RBekkekrtangente, auf 
die cubische Polare alt Grundcurve benagen, %ur eonitckem 
Polare ein Paar sich in o schneidende Oerade*). 

Es ist nun augenblicklich klar, dass jede dieser beiden 
Geraden die andere beoÜMntt, das heisat» alle mMunBengehS- 
rigen Peere ven Geraden Uldee eine ^pHidratteehe Invetetten, 
und folglieh miesen auf der Rfickkebrtaogente zvrei Poncte 
existieren, Ton denen jeder als conische Polare ein Paar in eine 
Gerade, die durch o geht, zusammenrallende gerade Linien hei» 
die cabiscbe Polare von o' als Grundcurve angesehen. 

Der Punct o ist ein Doppelpunct fSr jede conische Polare 
eines Punctes et der Rfickkehrtangente f&r die cubische Polare 
Ten & eb Graedcarve, und deshalb Ist umgekehrt nach Nr. 78. 
m da DeppelpnBet der cealachen Peiara vea • nach der eoU- 
edben Petora Ten aJe Graadcarve. Oae gibl dea Salat 

Lehreata JXXU. Dtt Sermif, mtlekt 09 enUFImm 
99m 9 im MMMkrmme§9 ier§krt, Ut, et» §99 Slf9t9m 

vtceier wuaanmenfaUender Oeraden betrachtet, die conische 
Polare von o in Beamf 9»f Me embiaeka Foiare vo» 9' oia 

Grundcurve. 

Die Doppelslralen der obigen Involution mOgen die Huckkehr- 
tangente in Ol und schneiden. Nun ist Oi ein Doppelpunct 
sowol der conischen Polare von 9, immer auf die cubische Po- 
lara vea •* ale Graadcar?« beaegen, ale Ar die eoiriacbe Peiara, 
die dorch e0| dargestellt wird, und die coDlsche PoUre von o 
hat Meh Nr. ?& eleea Deppelpaact fai • nad a i nan aweUen aaf 



•) Unter gerader, ennixchtr und eubüekfr Polare yeratohen wir bezüglich 
die Utxtty vorUtxte and vorwriettU /^»br«, die nap. eise jferad* LmUf onon 
XafMmitt und «ins Chrw dr dMas O t^m i y r^rtseaHme. 



Nr. 7»-«0.] 



TImtm Ar AImvh. 



0|0s, da« heifixt, sie ist «las Sysiem zweier suaammcnfallender 
^•ffMlm. Es Uldra alt «nI M| flir alch die cmiteheB 
Polarao der Peecle &i mnd ü^, end da4n Hegt der Sets: 

Lehreatz XXXUI. Bai die erste Polare 90m o einen 
Radtkeknnmet e*, eof^fee mnfderJUMtitekrtmiiieniemtei 

Puncie 0| und o^, welche t\iti\wm§m mit 0 ein Dreieck 
bilden, d€»t>en Seiten, als Je wei %u*ammenf allende Gerade 
betrachtet, die conischen Polaren ihrer Gegenecheitel dur- 
etelien für die cubiecke Polare von o' aU Gnmdcwrte. 

80. Charakteristische Eigenschafteo der Weade- 
panete. Wir belraebten jetit eine Weedetaegente der getce- 
heeen Curve Cm aad ihren Beruhrungspunct oder den Weade« 
punct i. Nehmen wir den Pol 0 auf der Wendetaogente uod 
betrachten diese, wie nach Nr. 68. erlaubt ist, als Transversale, 
so sind von den dort betrachteten Punclen u nach Nr. 29. drei 
in Wendepunele 4 vereinigt Dieeer ist daaiit naeb Nr. M. der 
Ort Ar sirei harmoniache Mitteipnncte des («<— l)-ten Grades 
and Rir «inen solchen des (n — 2)-ten Grades; folglich geht 
die erste Polare von o durch i und berührt in diesem Pnnste 
Cm* and die zweite Polare von o geht ebenfalls durch i. 

Da somit durch i die zweite Polare eines jeden Punctes o 
der Wendetangente geht, so musz nach Nr. 69a. die conische 
Polare von i alle Puncte dieser Tangente enthalten, das heiszt : 

Lehrsatz XXXIV. Die coniscAe Polare eine* Wende- 
punele» besteht ans %wei Geraden, deren eine die Wende- 
tangente eefbet ist, 

Ist f der Dorchschnittspanct der beiden Geraden, welche 
die conische Polare des Weadeponctes 1 bilden, so hat nach 
Nr. TS. die erste Pelare vea f ia I einen Doppelpoiet; daa lie* 
fert den Satix 

Lebreals XXXV. Eim Wenäepimet einer Cbrae IMetfn 
Deppe^^nmet für Jede erste Mare eines Punetes der Wen^ 
äetangente. 

Liegt ein Pnnct p auf der Cnnre Cm nnd hat derselbe als 
coeiscfae Polare ein System von zw ei Geraden, so ist er ent- 
weder ein Uoppelpunet oder ein Wend^nnct der gegebenen 

Cr •■■••«, Mcs« CkrMs. 8 
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Cnrve. Denn, mt«r«der gvben b«idl« Gerade dnrcb j», end die 
gerade Polar« des Punctee wird daher aobeatimint, dann ist 
p ein Doppelpunct de^ Curve; oder eine einzige der beiden 
Geraden geht durch p, und i^t dann nach Nr. 71. Tangente der 
Cerve in diesem Pancte. Dann geboren alle Puoete dieser 
Gendan ae«rel der («<— l)-ten« ala der (ii — S)-ten Pelare vao 
p an, felglkb geht die eraCe und die xweite Polare Jedea Pan- 
etea dieser Geraden durch p, «raa nach Nr. 16. nur m&glich tat. 
wenn diese Gerade mit der gegebeaeo Corve ia p eine drei- 
panctige Berfibmag eingebt 

81. Elnblllende der geraden Polaren der Panete 
einer gegebeaen Cery«. Naeb dem Vorbergebeadea ent- 
aprlebt jeden Paade der Ebene der gegebenen Genre Cm eine 
gerade Pelare. Dem annleg «teilen wir nnn die Frage: 

Wenn der Pol alcb anf einer Cnnre Cm der m-ten Ordnnag 

bewegt, TOD welcher Claaae ist dann die Einbaileade der gemp 
den Polaren dieses Punctes? das heiszt, wieviel, gerade Polaren 
gehen dorch einen beliebigen Panct 0« wenn die Pole aller 
dieser Polaren auf Cm liegen? 

Nnn liegt naeb Nr. 60a., wenn die gerade Polare durch o 
geht, der Pol auf der ersten Polare von o, die Cm in m(n — l) 
Puncten schneidet. Diese Puncte sind nun natarlicb die einzi- 
gen Pnocte der Curve Gm, deren gerade Polaren durch o gehen, 
lad damit beben wir den Sali; 

Lehrsatz XXXVI. Betrefft sich der Pol auf einer 
Curve der m-ten Ordnung , so werden die geraden Polaren 
ffM «incr Cbnw der fli(it~l)-<8ii CHSmim tMKMUKT. 

n. Die gegebene Cnrve Int «Ine Gernde. POr 1 
enUteht: 

Lebraata ZXXVIL DmrekUmß äer FH etm 0ermde 
R, eoUt die EinhaUende der geraden Beierem eine Cdree 
der (II— CUieee. 



ö. Eioflnss eines vielfachen Pnoctes. Hat die Fun- 
damentalcnrre einen r-faeben PnncI d, ae geht die erate Polare 
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von o oacb Nr. 73. (r^l)-»«! doreli A Folglich odiD^det, 
wooii «neb ff dotcb dieomi Pnaet gebt, die erste Pebwe diese 
Gerade noch in (n— 1) — (r — 1) Puncten. Die CIssse der ge- 
sscbtMi Einb4iUcndes Ist also in diesem FaJle n^r, 

e, r-facber Puiict mit * zusaroroeofalleDden Tan- 
ge stes. Hsbon sasitrden « Zireige ¥00 IS» in 4 eise ge- 
nmoscbaflliche Tangente, so berfibrt die8eli>e in diesem Porftote 
nach Nr. 74. # — I Zweige der ersten Polare von o. lat daher 
J7 diese Tangente, so bleiben noch (n— 1) — (r — I)— 1) 
Darcbschailtspancte derselben mit der ersten Polare von 0 
ibrigy nnd die Clssee der EinbCHesden iet in dteseni Falle nvr 
•-(r-l-s— 1). 

82. Cinbüllende Polaren. Wie die Theorie der barmo- 
■Iselisn intteipsBcte eines Systems von Pnaeten ehier Geraden 
aar Gmndlage der Theorie der Polaren bezogen auf eise Grand. 
CBfve dient, so fflbren die Eigenschaften der harmoniiicbsn 
Axen eines Bflschels von Geraden, die von einem Puncte aus» 
geben (M. a. Nr. 19. und Nr. 20.), auf die Begründung einer 
snalogen Tbserie der H n UUie n de u Marm in Besug auf eine 
Pnndamentalenrve von bestimmter CIssse. 

Ist M eine Carve der m-ten Classe, Jt eine Gerade in ihrer 
Ebene, nnd siebt mss ven einem Panete p der Geraden ff die 
m Tangenten au K, so worden die iNmasnisdien Am des 
Msn Grades des Systems dieser m Tangenten fflr die Gerade 
ff, wenn p sich auf ff bewegt, von einer Cnrve der r-ten (lanse 
nmhfillt. Die Gerade ff gibt also m— 1 einhüUenden Polaren <len 
Ursprung, deren Ctsssen mit OT— 1 safangen und mit 1 scblieszeo. 
Die nrnbOUende Polare der bOebslso Claaae berlbrk die Tan- 
genten an K in den Puncten, die diese Cunre mit ff gemein bat; 
daher schneidet ff die Carre K ia «(«^1) Pancten» nnd es gilt 
folglich der Sats: 

Lehr «atz XXXVIil. Eine Curve der m-lm Qtm99 
im AUgemeine» vom dar m(si— lyiem Orämmg, 

Diese Ordnnng er^sdr^t sich aber nm sarei Einheiten ffir 
jede Doppeltangente und nm drei ElnlK^tett für jede Wende- 
tangente der Fnndameatalcnnre, n. s. w., n. s. «r. 
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i, 14. 

SStme «ker CweasytrieMe. 

83. Ort der üurchschnittspuncte der entsprech en- 
den Curveo zH'eierprojectivischer Reihen. Wir haben 
in ISr. 34. den Aasdruck Beihe von Curven definiert. Man nennt 
Don swei Reihen tp« Curven proJeeiMäeA, wenn einem belie- 
Ug«D, ab«r g^ebcnen G«Mtse gealts «ioer jeden Cnnre der 
ersten Reike eise ew^ge Gurte der »weite« eatepriehl md 
umgekehrt. 

Wir beenttrorten raerst die Frage, tod weldMr Ordeang 
iüit der Ort der Durchechnittspuncte der correependierendee 

Corven zt%-eier projectiviscber Reihen bezüglich von der m>ten 
Ordnung und dem Index m und der n-ten Ordnunt; und dem 
Index nt Wir kOnnen diese Frage such dahin fa«zen. Wieviel 
PteBete gibt ee anf deer beliebigen Geraden* dnrch welebe je 
swei «nteptedende Cnrven liiadorebgebent 

Znr BeentirertttDg deraeiben sei m dn lieliebiger Pnnet der 
Traaaveraaie, darcb den m Cnrven der eratea Reibe bindordb- 

gchen. Die m enfspreclMuden Curven der zweiten Reibe schnei* 
den nun die TransTsrsale in u.n Puncten a". Nehmen vrir da« 
gegen einen beliebigen Punet a' der Transversale» durch den 
N Curven der sweitea Reihe gehen, so schneiden die entspre- 
dienden it Cnrven der ernten Rdbe die Tranevereale in ir.« 
Puncten a. Jedem Pnncte a entsprechen daher m.h Planet* it 
und jedem Puncte a' N.m Puncte a; beziehen wir nun die 
Puncte a und a" auf denselben Anfang o, der beliebig auf der 
Transversale angenommen werden kann , so besteht unter den 
Abaebdtten Mnnd dne Gleichung, die flir vem M.n-tnn, 
ftr M ven n.aMen Grade ist Lisst man daher « mit af an- 
aammenfallen, so ist die Gleichung für die Abschnitte Oa vom 
(M.n-|-K.in)*ten Grade, das heiszt auf der TransverRale liegen 
M.n-^n.m Puncte des gesuchten Ortes. Hieraus erh&lt man 
das allgemeine Theorem*): 



*) JoHqniirti, JWMms gü tt mui Mc phllT. 
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Lehr«al2 I. Der Ort der DttrekeekmUttpunete äer 

entsprechenden Curven %weier ßr0eetMscher Reikem ke- 

%üglich von der m-ten Ordnung und dem Index m und 
und von der n-ten Ordnung und dem Index > ist im Alt- 
gemeinen höchstens von der (m .n f !«.m)-/en Ordnung. 

Wir sagen ^Jm Aligemetnen höchsten^*, weil verschiedene 
ümstiode die Ordnung der resultierenden Curve erniedrigen 
fcOiiMB. Z. B., wenn die lieidee Reilieii singuiäre ee if e e peii» 
diereade ElenMntepeare entkalteo» Die GrSeie mm -|* 9jm wau» 

nuk also vielmehr als eine obere Grenze betrachten, wie als 
eine absolute Zahl. Im Folgenden Nr. III öis werden wir 
hierzu in der Theorie der Kegelacbnitte bemerkenswerte Bei> 
spiele betrachten*). 

a. Fol^ereng fOr die Tangenten der Gnrven zweier 
Reihen. Fär m = iv = I erhält man aus diesem Satze das in 
Nr. 50. für den Ort der Ourcbacbnittspuncte der entsprechenden 
Curven sweier GsTfenbOedhel bemeiene Tlieorem wieder. Im 
Falle Mssfiss], bat »an dea Sate: 

Lebraata II. JBittepreekem dte T n f eiUe m ekm Oarpe 
u»ier Qaeee dem Tangente» elmr «Mfam Qaree dtr a-l9« 
Claase projectiviteh, so ist der Ort der Durchschnitt»^ 
punete je tweier homoiefer TmHgenien elme (harte dgr 

(m -f n)-ten Ordnung. 

b. Einbauende der Verbtndungsgeraden entipre* 
chender Puncte zweier Curven. Analog kann man den 
folgenden Satz beweisen, den man aber auch aua dem ebeo 
gegebeaeo nittelet dea Prineipa der Doalitit abMien kaati: 

Lehrsatz III. Entspricht einem Jeden Puncte einer 
Ceree 4er wtm Or§mmg, eütem keiMt^ ßeeetae pemäe^ 
ei» eimtger Pimet einer andern Curve der vten Ordmtm§, 

mmi umgdsehrt, so leird die Oerade, weiche uoei homologe 
Puncte beider Curven verbindet, eem eüter Cerwe dar 
(M f K)'ten Ciaeee ummti. 



*) Man Mhe sach einen Brief Jou^uikrts* an dea yediMMr im 

GUnmU di Matematiche ad um efle., Napoli 1863, p. 128., sowie Bemtrhtngt« 
über Curvenreihen von Miebigrm Iiukx ron G. Battaglinü {firnutrt» 
ArchiT T. XLL Heft I. S. 26). 
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8i. Polaren einesPoBctes in Besng auf die Curven 

einer Reihe. Von «releheiB Index ist die Reibe der r-ten 
Polaren eines Punctes o, die Carven einer Reihe der n-ten 
Ordnung und vom Index n als Grundcarven angesehen? das 
heisst, wieviele von diesen Polaren gehen durch einen beile- 
gen Ponct, s. B. ehr« dnreh den gegebenen Pol o nelbetf 

Offenbar gehen nur diejenigen Polaren durch o, deren Fuap 
danantalairpeii im Reihn iidi 1» 0 ndiBeiden. Dm Umm sieht 
OMhr ab n aind, an haben wir den Sali: 

Lebraatx IV. Die r-ten Maren eines öeUebi$en Fun- 
eüst im tauf mif die ChrM» der «-Im Orammf Hmt 
Meike wem htder n Mldem eine iteme RtAe ekeaf^ eam 
Index fi, aber ton der («— r)-lSM Ordemng, Die m e eUe 
Heike iat der ereten pntfeeUeieek. 

m. Anwendung auf ein Cnrveobfischel. Für nssl 
eateleht: 

Lehrsats V. Die r-ten Polaren eines Punctes bewogen 
mef die Oireem «Am» t^areeMeekeie HIdem eim imiee, 
dem ereiem prßfeetieieekee C»wemäaeekei*) 

Anwendung auf die geraden Polaren einer 
Reihe, bt rs« — 1, ao entnteht der Sats: 

Lehrsatz VI. Die geraden Polaren eines limetee im 
Bemig auf die Gtreem ekmr MI« mm teäem n werdem 
eem eimer Cmree der n-4em Geeee mmUUiL 

e* Aiiw«n4nng «nf die geraden Polaren einen Btt« 
acheU. Ulerana erhalten wir wieder» wenn wir iisl oelaeo: 



Lehreats VII. Die geraden FeSerem eines 

Punctes in ' Betug auf die iSmreen eines Büschels selmei' 
den sich in demselben Puncte und bildem eim dem Cereem- 
büsehel ßrtjeciieiseäee Straienbiieekei, 

85. Curven einer Reihe» die von einer gegebenen 



*) Bobillier, Redurcktt sur U* lois qui r6gU$etU Ut lignu etc. (An- 
mkt de Gergonnt^ U 16, NUbm 18S7— 1888, p. 988). 
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Geraden berflhrt werden. Wir wollen jetzt die Reihe ollitr 
betracbteo, welche nach Nr. 84, darch die ersten Polaren eine« 
Panctes O bezogen auf die Curven einer Reihe der n-ten Ord- 
nung nnd vom Index m gebildet wird. Nach Nr. 70. sind naa 
M m— t ü di die DdrebcdmitlipaBcto «iiier der Cotren der m-im 
Ordeug mit ihrer entepreebeiide» eisteii Pobre die Berflliniiige- 
puncte der durch o an dieselben gesogenen Tangenten. Wen- 
den wir daher, da beide Reihen projectiviHch sind, auf sie den 
allgemeinen Sets reo Jonqmieres in Nr. ä3. an, so ergibt 
eidb dee 

Lehrsatz Vlll. Zieht man von einem Puncte o die 
Tangenten an aiie Curven einer Reihe der n-ten Ordnung 
9om HMb 9, 90 U t§ em dito MerBknmgefimeto im 
meinem aUe ämf Huer Cwrve kSekatene vom dar nQlm^i)' 
iem Orämmg. 

He der Pneet o maf n Cervee der Reibe Hegee «iiiee, ee 
wird der Ort der BerQbrungs puncte natfirlich K-roal durch die* 
sen Punct gehen und dort die Tangenten der obigen it Curven 
berühren. Jede Gerade durch o schneidet daher diesen Ort 
noch in 2N(fi — 1) Puncteo, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz IX. Unter den Curven einer Reihe n-ter 
Ordnung und vom Index k berühren im Aligemeinem hoch- 
»tens Je 2s(n — l) eine beliebige gegebene Gerada. 

Ffir K s I lioninit man auf den Sets in Nr. 49. snruck. 

86. Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf die 
Curven einer Reihe. Welch«« iet die Ordnung dee Ortee 
einae Pmelee» fttr weieliee eine gegebeee Gerede ia Beeng aaf 
eile Cerfon eioer Rellie der »»tee Ordeeng ved ven Indei « 
die gerede Pelere detetellt? 

Wir liraaclien snr Beeatwertaeg dieeer Fkege ner die Zehl 

der Puncte su Itennen, die auf einer beliebigen Transversale, 
B. B. auf der gegebenen Geraden selbst , diese Eigenschaft be> 
aitsen. Auf dieser Geraden können nun nur diejenigen Pole 
liegen, in denen dieeelbe irgend eine Curve der Reihe berOhrt; 
b e eefcte i i wir daher aech dea letetea 8ati, ee etheltea wir 
Ueraae: 
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Lehrsatz X. Der Ort der Pole einer Geraden in Be- 
%ug auf die sammtUchen Curven einer Reihe der n-ten 
Ordnung vom Index n ist im Allgemeinen eine Curce Aöch' 
9iemM 99n der SnCn— \yten Ordnung. 

Ist N = 1 , 80 gehurt ein Punct a, in Gemlszheit des Satzes 
in Nr. 84 c., den CrmgUcben Orte an, wenn seine geraden Pola- 
rM in Btmg auf 41« gegebenen Cnrven eidi •lamtUcb in ei- 
nem Pancte t der gegebenen Geraden schneiden, lu diesem 
Falle pehen aber nach Nr. 69 a. die ersten Polaren von k darcb 
ü, und damit ergibt aicb der Sats*): 

Lehrsatz XI. Die ersten Polaren eines Punetes in 
Betug auf die sämmtlichen Curven eines Currenbüsehels 
n-ter Ordnung bilden ein neues CurcenbOschel. Durch- 
läuft der Pol eine gegebene Gerade, so erzeugen die BO' 
sispumete des %meUen CkrpenMsckeis eine Garpe der 
3(11— iHMi Ordmmi, die §ieiek§eiU§ der Ort der JMe 
der gegebenen Geraden im Be%ug mf die eirnrntUekem 
Orrvem des gegebenem Biieekele iet. 



S7. Ort der Pole, für welche die gerade Polare 
einer Curve and für die einzelnen Curven einer Reihe 
dieeelbe iet. Von welcher Ordnnng Ist der Ort der Pnncl^ 
trelcbe in Besng auf eine gegebene Cnrre der »-len Ordnnng 
und in Bezug auf jede Carve Cm einer gegebenen Reihe vem 
Index M dieselbe gerade Polare haben f 

Um die Aufgabe zu losen, untersuchen wir, wieviele Puncto 
des gesuchten Ortes auf einer beliebigen Transversale Hegen. 
Zu dem Ende sei a ein beliebiger Punct der Transversale, Ä 
die gerade Polare dieses Punetes in Besug auf Cmi dann ist 
naeh dem Obigen (Nr. 86.) der Ort der Pole der Geraden Ä In 
Being anf die Cnrven Cm allerhSchelnae eine Gwto der 9M(i»~l)- 
ten Ordnnng, die natarlich die Transversale in 2M(}n — 1) Pnn* • 
cten o* schneidet. Nehmen wir umgekehrt auf der Transversale 
beliebig den Punct a', so werden die geraden Polaren von a" 
belogen auf die Curven Cm von einer Cnrvt der M-teo Classe 
nmhflUt, welche nach Nr. 81«. mit der BfaihOllenden der (»— !)• 



*) Bchiilitrt a.a.O. 
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tm €Imm d«r f «fa^Mi Pdarm der Pucto d«r TnHWvarnto 

in Bezog aof Cm al» FundameDtalcurve M(fi — I) gemeinschall« 
liehe Tangenten bat. Diese m(ii — I) Tangenten nind Polaren 
von eben ho viel Pancten a der Transvertiale in Bezug auf Cm 
al« Grundcurve. Jedem Functe a eotsprecheo deninach bucb- 
i4mw SmCm— 1) Puncto if «nd jedem Peoete ^ u(n — 1) Pinete 
folglieb gilit es eeeh Nr. 83. bOebetene 9li(»<-l)-f.M(ii~l) 
Pallete a, welche mit ihren entsprechendes Poncteo neem* 
menrallen. Danwe entotebt der Satn: 

Lebreeti Xil. Der Ort eine» Ptmetes, der eomoi Ai 

Be%ug auf eine Curve der n-ten Ordnung, als in Be%ug 
auf die Curven einer Reihe der m-ien Ordnung und vom 
Index M dieselbe gerade Polare beeit%tf iel im AUgemet" 
nen eine Curpe kieksiene wm der m(» f im— 3)-l0ii Orrf- 

a, Einriasz der Doppelpuncte und Spitzen. Hat 
die gegebene Curve einen Doppeipnnct» oder eine Spitze in d, 
•o wird die gerade Polare diese« Ponctes In Bezug auf Cm nach 
Nr. 72. nnbeeiBmmi Man kann daher ate eelche die Tangenten 

an jede der m Curven Cm annehmen, welche durch d gelten» 
und es wird folßlich die Curve der u{n^2m — 3)-ten Ordnung, 
die wir durch K bezeichnen wollen, M-mal durch jeden Doppel- 
pnoct und jede Spitze von Cu gehen. 

^. Binfinns der Spitzen. Ist if ein Riekkefarpunet der 

Cnrve C«, und wenden wir die obige, fOr eine beliebige Trans- 
versale angestellte Betrachtuni? auf die ROcklcehrtangente T an, 
«o sieht man, wenn man beaclitet, dasz für unsern Fall die Ein- 
bauende der geraden Polaren der Pancte von T für die Curve 
Cm nach Nr. 81«. vom der (•^a)-ten Claeae ht, daat alse jeden 
PiMieto 3) Puncto a entsprechen worden; daas dto 

Tangente T auszer im Puncte d die Curve AT noch in MCn-l-iM— IQ 
Poncten schneidet, dasz also der Punet d für 2m Durchschnitte* 
puncte der Linien JT und T gilt In d sind folglich nach Nr. 32. 
Zm DnrebaciHiittqpvnele der Cnrven K und G, vereinigt 

e. Zahl der Curven der Reibe» welche die fege- 
beoe Corvo berühren. Hieraus folgern wir, daas, wenn die 
gegebene Curve Cm d Doppelpuncte und » Rflckkehrponcte be- 
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MÜMj sie von JT io noch weiteren m| fi(ii-|-2}fi — 3) — 2^3)c | Pu ri- 
eten gescbnitteo wird. Diese sind aber der Definition der Cor- 
▼en K gemKsx die Puncto , in denen Cm von den Curven der 
gegebenen Reibe berfihrt wird, und es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz Xill. In einer Reihe m-ler Ordiumg und 
vom index m gibt es im Allgemeinen höchsten» 
M[n(n + 2« — 3) — 2<J — 3*] 

Cmnen, welche eine gegebene Curve der H'ten Ordnung 
teHUrtm, äle 9 Doppelpmete umd % S^ttum «mUVf 

ä» Zahl der Tangenten von einem PoBCte an eise 
Carve. Ffir M = m=l entsteht hieraus: 

Lehrsatz XIV. Die Zahl der Tangenten, welche man 
von einem gegebenen Puncte an eine Curve n-ter Ordnung 
mU 9 Doppeipunetem md % SlßUa$m iMM kmm», iot§Seiek 

fi(«— I)— sa— 3s. 

Diee RemilteC «rbiellra wir Mhee in Nr. 74 e. 

88. Doppelpuncte der Curven eines Bflscbels. 
Wieviel Curven eines Curveobfiscbels m-ter Ordnung haben 
einen üoppelpunct? 

Zur Beantwortung der Frage nehmen wir beliebig drei 
Pnncte 0, o', o" an, die nicht in gerader Linie liegen. Die 
eraton Pelaren dieaer Paaete ia Basag aaf dia Carraa daa ga- 
gabaaea Bfiaebels erseagen nach Nr. 84a. drei weiter* prajeeli- 
fiaelia Carvenbflscbel der (m — l)-ten Ordnung, wenn wir aar 
als correspondierende Curven dieser drei Bflschel diejenigen 
Polaren der drei Puncte 0, 0" betrachten, welche derselben 
Cenr* das gegebenen BOacliela antspredien. Hat nun eine der 
gn g a i eae a Cnrvea aiaaa Ooppelpaael, ao aeliaaidaa dch aaab 
Nr. t3. in ihm die drei sich entsprechenden Polaren von o, & 
und o"; die Doppelpuncte des gegebenen Curvenbfiscbeis sind 
also diejenigen Puncte der Ebene, durch welche drei entspre- 
chende Curven der drei projectivtschen ersten Polarenbuscbel 
Uadaichgahaa. 

•) Bisckoff, Einübe Sätsf über dit Tangtnttn algebraitcker Curmn. 
{CrtlU- Borckardu Journal, T. 56. Berlin, BeimMr. 185», 6.172). — 
«fottf ettrst, IMrhasf ffliaaar «Ic. p. ISO. 
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NoD e w B B tii da« «nie wtA uralte PolanabflMb«! imnk 
die DnrehadiBittfipaneta der eatepreehendeo Carree eedi Nr. SO. 

eine Carve der 3(fll— l)-ten OrdMng; eioe xweite CntTe der- 
selben Ordnung erzeagen das erste und dritte Polarenbflschel. 
Beide Curven geben durch die (m — 1)^ Basisponcte des ersten 
PoUrenbOschels. sie schneiden sich also noch in 3(iii — 1)* 
PiHicten. welche elaebar die geeaehtoe sind. Das gibt: 

Lehrsats XV. Die Curven eines Curvenbütcheie m-ter 
Ordmuiff enSkaUem 3(fli— 1)* Oe^n^ipun^. 

a. Einfluss eines gemeinschaftlichen BerAh- 
rangspunctes der Curven des BOschels. In einem der 
oben angenommenen Puocte o mögen sieb jetzt die säromtlichen 
Carveo dea Bfiaehda heridireii* Dana hat naeh Nr. 47. eine 
Toa ihnen, etvra Cm» fai diaaeni Pancto einen Pe pp a l p a net; & 
liege auf der geaeinatthaftiiehen Tangente des Büschels, und 
O" sei beliebig angenommen. Nun gehen nach Nr. 71. alle erste 
Polaren von o bezogen auf die sämmtlichen Curven des Bfi> 
•chels durch 0 und berühren in ihm die Gerade 00\ und eine 
deraeUMn, diejenige nimlidi» welche der Corve Cm e n lap t lc h t , 
bat naeh Nr. 72. in o einen Doppelpunct. Aach die Pelarea von 
& gehen nach Nr. 70. sämmtlich durch 0, von den Polaren des 
Panctes o" aber enthält nach Nr. 73. nor diejenige dea Panct 
o, welche der Curve Cm entspricht 

Die Polaren von o und von 9^ erzengen nach Nr. 52a. eine 
Curve der 2{»i — l)-ten Ordnung, fOr welche O ein Doppelpunct 
und 00' eine der beiden Tangenten dieses Punctes darstellt. 
Ehanae afsangaa di« Pelaraa ven 0 nnd ein« iwette Gatva 
dar S(»«l)4an Ordnnag, die nach Nr. 51«. ehaafidla swdml 
durch 0 gebt Der Punet O, der für lieide Curven der 2(m— !)• 
ten Ordnung ein Doppelpunct ist, gilt daher für vier Darch- 
scbnittspuncte. Da nun in o die Polaren dieses Punctes ein- 
ander berdbren, so sind die weiteren Basispuncte des von ihnen 
gablldatan Baacbaia nach 8. Anaaar diaaaa Pnadan 

•nd da» Puncto • achnaidan aich die Cwven dar S(fli— ])4en 
Ordnm^ daher nach la 

Paacten. Daher der Sats: 
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L«hfMts XVL MMtmi M 4U Omrwm «Im» M- 
sehel» sämmiüeA in einem Puncte o, j» §Ut diffMr ßr 
%wei äer Deppdlpmete des Siieekeis, 

^« Eiaflvis «ioes Rfickktbrpanctes einer belie- 
gea Ciirre des Bflecbele. Ist mie • Ittr eise der Cnrvcn 

de« Büschels, etwa Cm» «ine Spitse, nelinien wir ferner o' auf 
der Rückkebrtan^ente an und für o" einen beliebigen andern 
Ponct, 80 bilden die ersten Polaren von 0 in Bezug auf die 
gegebeuen Curven ein sweitee CurTenbfischel, io welchem die 
Reiare in Being uf Cm nach Nr. 72. ebenfalU eine Spitie in 
0 mc der Rflekfcobrtaagente liat Dieser Ctanre entepricbt 
in dem Poiarenbfischel von o' eine Corve, welche nach Nr.78iL 
ebenfalls zweimal durch O geht, und im PolarenbüRchel von o" 
eine Curve, welche nach Nr. 74r. durch o geht und in ihm 00' 
tMrfihrt Folglich liat die durch die beiden ersten Polarenba> 
•ebel ersengte Corfe der S(iii~I)-toii Ordnung naeb Nr. 51/1 
in o einen Ooppelpanet Ausserden cnengen das «rsie nnd 
dritte PoiarenbQschel nach Nr. 51^. eine zweite Curve derselben 
Ordnung, welch« einfach durch o gebt und dort die Gerade 
Off berflbrt Diese beiden Carven haben daher in o zwei zu- 
eanaienfolleode Dnrcfasebnittapnncte, und es bleUben daher, wenn 
wir von den (M^l)* Basispnncten des eisten Blscbeis abseben, 
noch 3(fft— ])*— 2 Durchscbnittspnnds «br|g. In diesem Falle 
haben «rir also ÜDlgendes Sats: 

Lehrsatz XVII. Hat eine Curve eines BOsekels einen 
RäckJtehrpunct, sonäkit dUssr ßr %W9i äer DofpelfimeU 
des Büschels, 

€, DieOnrven desBQsebels berfibren sieb simail- 

licb, und der BerQbrangspunct ist ffir eine derselben 
eine Spitze. Wir setzen endlich voraus, da^/. alle Curven 
des Büschels durch o gehen , und dieser Punct für Cm eine 
Spitze bilde. Wir nehmen o' auf der Rückkehrtangente and 
ef* snf der Geraden, welebe in • alle snderes Cnrven des Bf- 
scbsls berOlirt Die Pekuren von o g^en dann sXmmtlicb dnr^ 
diesen Panel and berühren in Ihm nach Nr. 71. die Tangente 
00', aber eine von ihnen, nSmIich die, welche Cm entspricht, 
hat nach Nr. 72. in o ebenfalls eine Spitze mit der Rfickkehr- 
tangente 00'. Die Polaren von o" gehen nach Nr. 70. eben- 
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bUs liauitUch durch o» und eine mter ihnea, dl« der Carve 

Cm entspricht, berflhrt nach jNr.74e. io O die Gerade 0&. Un- 
ter den Polaren von o* geht endlich nur eine einzige, nfimtich 
die, vrelche Cm entspricht, durch o, aber «ie hat in o nach 
Nr. 78a. einen Doppeipnnct Folglich hat die durch die Pole- 
renbfisebel Ten • und eraengte Cnrre der I)-|ee Ord- 
nung nach Nr. 52a. in o einen Doppelponct mit 09^ oed 
ab Tangenten, dagegen hat die durch die Polaren bOschel von 
0 und O' erzeugte zweite Curve der — l)>ten Ordnung nach 
Nr. 51c. in o eine iSpitze mit der Rfickkehrtangente oo". Alles 
ie Allen bebes alee die heidee ee erhelteneD Cetren in o ei- 
eee DeppelpmeC ond die Taegeete 9€^ gemein» des heiest naeb 
Nr. 32., in 0 sind filnf ihrer Dnrchschnittspnncte Tetelnigt 
Ansser dem Pnncte 0, In dem sicli alle Polaren des ersten 
BQschels berOhren, und den abrigen (et — I)*— 2 Basispuncten 
dieses Bdecbele bleil>en also aoeh Z{m — 1)*— 3 Durchscjinitts- 
imncte der beiden Carran l>>ter Ordnung abrig. Daher 
bat Mn den Salii 

LehraatE XVIII. i§t o ein femehuekmftUektr Pkmet 

gämtniUeker Curven einew JNUcAeU und ßir eine derwU' 
ben eine Spitze, §o *äkit er ßr drei der Doffe^^mtete 
dUeee Büsckels. 

d. Die Curve Ten Steiner. Wenden wir den alfge- 
meinen , am Anfange dieser Nummer bewiesenen Satx auf den 
in Nr. 77. betrachtete erste PolarenbOschel der Puncte einer 
Geraden an, alle Polaren auf dieselbe Curve der »-ten Ordnung 
C» bezieheod, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz XIX. Auf Jeder Geraden gibt e» 3(« — 2)« 
Pimcte, von denem Jeder in Bewag auf eine gegebene Curve 
m4er Ordmmf war erem Bolen «Aie Cvoe wdt einem 

NebM wir nun necb auf den Satn in Nr. 7a Ricicaiebt. 
ae Haut aieb der letite Sata aaeb ae faisea: 

Lnbranta XX. Der Ort der Bele der eretem HUaren, 
welche einen Doppe^ um et beeii%en, in Bemig auf eine Ceree 
n-ter Ordnung, oder auch der Ort der Durchschnittepunele 
der Paare von Geraden, welche conische Feiarem bUdem, 
iel eine Curve der 3(n-2)>-/«n Ordnung. 
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Diesen Ort neiiHen wir die CurpM 9on Steiner*) der 
FuodaneiitAlcvrfe. 

e. Eiofluss einer Spitse der GruDdcurve auf die 
CerTe won Steiner. Hat die Fvedeaieiitaleanre in ä eine 

Spitze, 80 bt eeeh Nr. 78 a. jeder Panct der Rfickkehrtangente 
der Pol einer ernten Polare, die in d einen Üoppelpunct beaitst 
In diesem Falle ist eiao die RfickkehrtMgente ein Teil der 
Carve von Steiner. 

80. Weitere EigeDscharteo der Doppelpuncte des 
B See bei e. Die gerade Polar» einen feeten Pnnetce In Beeng 
auf die Gerten eine» Bflacbels gelten nneh Nr.84e. eioinitlieh 

durch einen zureiten festen Punct Betrachten wir nao eine 
Corve des Büschels, die in d eineo Doppelpaoct hat, so ist 
die gerade Polare die»es Punctes nach Nr. 72. unbestimmt, es 
■Uesen dnker die geraden Pelnran ven 4 in Bexug aur eimmt- 
liebe flbrige Cnrven den Btfeeliels in eine einrige Gerade sn- 
eennenfidlen, nnd darin liegt der Snts: 

Lebrants ZXI. Mer Doffe^mnet äer Quvem ebme 
OereeMeeheie kat ßrjede Otree äee Meeäeie d§ese»e 
fermte Feiere, 

Ilierann folgt alt Beeng nnf Nr. 88.: 

Lehrsatz XXU, Üer Ort der Pole einer Geraden in 
Benug auf »SmmUcke Cereem eteee Guvenbäeekete der 
M'tem OrHtmg let eine Cerve der %m^\y4em Ordmuf 
und enthält eSaurnUieke 3(ni— !)» Ütiffie^miete äee (hur- 

venbütchel». 

Bbeneo eatotebt ana Nr. 87.: 

Lebrsatz XXIII. Der Ort der Punete, welche in Be* 
weg auf eine gegebene Curve Cn und auf die einzelnen 
Curven Cm eine* Curvenbütehels dieselbe gerade Polare 
haben, ist eine Curte der (n-f 2ivi— 3)-/&n Ordmmg, die 
ebemfiOe durdk eämaMeke 3(ni— 1>> Ihppelpeneie dee 



*) Nach dem Namen de« grossen denUdiea Geooeten, der sie, «oriel 
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BäwekehjM, AmturdleMmJhmttmikfmmifäirClarpe 
d§r (a-l-Sm— 3)-l)M Mmmp utte Am6l»t <ii detuBn Cm 
99m irginä eHur Qtne Cm 4ta RBteM$ btr^kn virA 

Ak apecielleii Fall hat naa hiMaoat 

Lafcraata XXIV. Wird «kte fyrmde 99m tK»-!) Cmr- 
99m eine» Curvenbüschels der »t-4em Ordmmg berührt, so 
Hegen die '2(m— I) BerüArungspunete, »owie die 3(m— 1)* 
Doppetpuncte des Büschel* auf einer Curve der lim — 1)- 
ien Ordnung, dem Ort der Pole der gegebenen Geradem 
im Bemi§ eief die eämmtUekem Cenem dee BBteM». 

90. Ort der Berührongspuncte der Carven zweier 
Büschel. Von welcher Ordnun;» ist der Ort der BerQhrungs* 
puncte der Curven zweier Carvenbuscbel der m-ten uod rnften 
OrdnvagT 

Zunächst ist 6a klar, daaz der gesuchte Ort durch sämmt* 
Bebe flg*-|-Mi* Baaispvacta dar beidea Bffacbel febao nnaa. 

Denn ist a ein Basispanct des ersten BOaehalt» aa geht durch 
ihn eine Curve des zneiten Büschels. Zieht njan nun die Tan- 
gente an diese Curve, so gibt es nach Nr. 46. eine Curve des 
ersten Böscbels, weiche diese Gerade in dem nSmlicben Poncte 
bartbrt. Haaabten wir naa nocb, daax jade Carra daa aralan 
Bfaabala vaa dao Carvaa daa awailaa BSaebala »aeb Nr. 87. in 
mOl-f 3Mi — 3) Paaetaa berfihrt tfird, ao wird jada Curve des 
arsten Bflacbels auszer den Baeispuncten noch fn(m-f2fli|— 3) 
Poncte des gesuchten Ortes enthalten, das heiszt im Ganzen 
M(^-f 3). Dar gesuchte Ort ist daher von der [2(m-|-ai,)-3J- 
tan Ordnoof . Er gabt niebt nnr dnrcb dia Baabpaaata baidar 
Bfiaebal, sondern auch durch ihre 3(m— 1)*-f 3(mi — 1)* Dap- 
pelpancte (S. Nr. 88.)> denn jeder dieser Puncto gilt fSr wwei 
Dorchscbnittspuncte der Curven des einen BOscbela mit ainar 
Canre des zweiten. Somit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXV. Die Berühntngspuncte der Curven 
meeier Curvenbüeckel von der m-ten und m^-ten Ordnung 
U9§9m mef eimer Oaree der [2(m-|-m|)— 3j-im Mmmv» 
meteMe dmrek die Bmeiefmmeie umd die De f t f e fpmm ete Mder 
BBedM Idmdmrtkgekt 

«. Dia Curva van Haaaa alnar Faadaiaantalcurva. 
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Die befdeii Cvr?MlHlceb*l nefamM wir jetit alc wtt« Poltrto* 
bitehal Dir «tue g«feb«Be Canr« A »^er Ordoung al« Grand- 
carve an, und setzen also m = mi = n — 1. Die Basispvncte 
der beiden Bflscbel sind nach Nr. 77. die Polaren von zwei 
GeradeD, sie liefen also nach Nr. 69a. alle auf der ersten Po- 
lare des Oiircli0choHt«pniicte« dieaer beiden Geraden. Bdde 
BOeefcel heben daher In dieaem Falle elee Cnrve gemein» die 
offenbar einen Teil des oben nacbgewiesenen Ortes ausmacht. 
Sehen w ir von derselben ab, so bleibt ala Ort der Berührangs- 
puncte der Curven des einen Bflachela mit denen dea anderen 
eine Cunre der Ordnung 

Mß— 1)— 3 - 1) s 3(11-8) 

übrig, die durch die Doppelpuocte der gegebenen Büschel gebt 
Oleee Gurre der 3(ti— S>-ten Ordnung Ueiht dleeelbe, wenn 
man für die beiden betrachteten PolareniHischel andere derer* 
tige einffibrt. Denn, da alle erste Polaren, die durch einen 
gegebenen Punct gehen, nach Nr. 77a. noch (n— 1)* — 1 genieio- 
acliaftliche Puncte haben und ein Carvenbfischel bilden, so 
mdasen» H-enn rieb swel ente Polaren fai Aeaem Pnncte be- 
ribren» alle andern ebenfiille in ihm die Taagente gemein beben. 

Hieraus folgern wir, dasz der Ort der Berdbrangspuncte 
aweier ereter Pelaren die Doppelpanete almmtlieber erater Pe> 
larenbuschel entbilt nnd also mit Bezug auf Nr. 78. ancb der 
Ort der Pole derjenigen conischen Polaren ist, welche sich in 
swei Gerade auflueen, daa heiaat« wir können den Sats aus- 
aprecben : 

Lehrsatz XXVI. Der Ort der Berührungtpuncte der 
ersten Polaren in Be%ug auf eine gegebene Curve n-ter 
Ordnung ist eine Curve der 3(n — 2)-/«n Ordnung^ die sieh 
msek als Ort der Doppetfumeie der erstem FUmren^ oder 
mie Ort der Pole definterem läsmt, deren eeniseAe Maren 
efn figgr gemäe Mdntem WWcn. 

Diener Oute gebea wir den Namen Curee 9on Beeee 

der Fundamentalcarve, weil sie die geometrieebe leterpretation 

einer Covariante darstellt, welche Sylvester mit dem Na- 
men a Hessian (nach dem Namen ihres Entdeckers Hesse) 
belegt hat, nMndich die Determinante aus den ztreiten partiellen 
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DiSenmtialqootieBlm «liier gegebciMn hmii»g«nttii Form drdcr 
Variable*). 

b. Andere Erklärung der Hetsescben Curve. Die 
Puncte, in denen sich die ersten Polaren stveier Functe o und 

aeknaiiieii, alnd aaeh Nr. 77. di« Pole der Geraden oo'; die 
Berllhrongs|nincte sweier eteter Polaren bIMen daher je svrei 

zuftammenrallende Pole von oo'. Nennen wir nun liir das Folgende 
di« (n — I)* Pole einer und derselben Geraden verttUUleMe F9it 
(poli congiunti), so kOonen wir anch eagea* 

Lebraatz XXVII. Jfie Carte ton Hesse ist der Ort 
der Pole, weiek€ wM etnem ihrer wer^undtmem Me antMi* 
menfai/en. 

c. Ittdicatricen eines Puuctes. Mennen wir ferner M- 
JHMfrCera doea Panelea daa Syaten der beiden Taageaten, 
welcbe man von ihm aus au seine coaiacbe Pohre hgtn bann, 
ao eotatebt fegende weitere Definttien: 

Lebraata XXVIll. Ufo FMmmmUaUme MUM mU 
äer Hewuukm C^rve wnwummem dm Ort der nmeie, de' 
rem Mteatriemt 9iek auf eine ehnige Gerade redueieren. 

91. Gero einschaftli che Berü hr u n gs pu iicte der 
Curvcn dreier BOschel. In wieviel Puncten berühren .sich 
die Curven dreier Cur^enbflachei der m|-ten, «t-ten, ai^-ten 
Ordnung zu drei und drei? 

Die Beruhrung8puncte der Curven der ersten bei<fen Büschel 
zu zHci und zwei bilden nach Nr. 90. eine Curve der f m^) 

— 3]-ten Ordnung, und dem analog bilden die Beruhrungspuncte 
der Conrea dea eraten and dritten Mediela aa iwel und ivrei 
eine zweite Curve der ßCmi-f-mj) — 3]-ten Ordnung. Diese 
beiden Curven haben nun die Basispuncte und die Doppel- 
pnncte des eraten BOacbela gemeia, das het«ztfli|*-|-3(ai| — 1)* 
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Pmcte, di« wM der Aufgab« oichl« sa ta» habt«» «le 
flick fllmr Muerdeai ■•eh in 



Pnectee. and dieses ist die geenchte Zahl. 

a. Einhüllende der Tangenten in den Berfibrangs* 
pnncten iweier Bfleehel« Ist Ms 1, ee enteteht; 

Lehrsatz XXIX. Die gemeinschaßtichen Tangetüen 
der Puncfet in denen sich die Curven %weier Büschel der 
«i-ieii mmT «t-IM Orämmf ^eraknn, weräem warn elmer 
Omree ier [4m, .Mc^ä(ni« 4Mt)J-Cfli CIteee MMUMStt. 

b. Einhüllende der geiDeinschaTt liehen Tangen» 
ten der ersten Polaren einer Curve. Sind die Curven 
heid«r Biflchel wate Peiaren in Besag anf dieaelbe Cnrve Cm 
der s-ten Ordnnng, daa heiszt, Ist ssm^sii^]» ae haben 
nach Nr. 90 a. die beiden Bflschel eine Curve gemein, die von 
der (n — l)-t«n Ordnung, also nsch Nr. 70. von der («— 2)- 
teo Classe ist. Diese Curve gehört nun offenbar «u der eben 
betrachteten Binhflilendea, und diese l>esteht demnach ausser- 
dcm aeeb aaa einer Carra dar 3(«— IX*— SH«b Claaaa. OaaiH 



Lehrsatz XXX. Die gemeinschaftlichen Tangenten in 
den Berührungspuncten der ersten Maren in Beutg a»if 



3(a— lK«-3)-fM Oaeae wmkUlt% 



15. 



9S. Brklirang eineaNatses; dieHaaaaaeha Carve 
•iB60 Nataaa. Daa vaUattadige Syaten eaa Oarvaa 
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Onhms, die |m(m -f 3)— 3 g«iii«iBS€hamich«D Bedioguageu g*. 
n9f en, neonen wir ein ffeomettiseAeM Set% der m-ten Orämtnf, 
wenn durch zwei weitere beliebig gewählte Pancte nur eine 
etosige Cnrve des Syateme hindorcJigelit, das heUst, wenn die 
Corrett den Systenw» welebe dneh eteee «nd deoeelbee Pnect 
gebee» ei« OnrveKbSeebel Midee*). 

80 hildae B. B. die e tel e a PeiaiM Ahr elee gegebene Cmre 
der »^e« Ordavnf nie Gnmdewe Mcb Nr. 77c ein geeae 

trincbesNeU der (n — l)-ten Otdemg» end es laczen sich ancb 
▼iele Eigenacbarten dieser Polaren gMs aef die "imttrh* Weiee 
flir ein beliebiges Nets beweisen. 

Nach Nr. 77«. bestimmen swei Cunrenbdsehel m-ter Ord- 
dnnng, weiche eine Carve gemein haben, oder drei Corven 
M-ter Ordnung, die nieht durch dieselben m* Pnnete gellen» 
ein geometrisebes Nets si-ter Ordnung. 

Der Ort der Puncte, in denen sich zwei Curven eines INetzes 
der m-ten Ordnung, also auch noch eine unbegrenste Zahl an« 
deie, berilbrea, iet eine Owe der 9(m — l)*tee Ordemg. Dieee 
Cot? e» die man die Hesse^ke Ctarve de* NeHe» neaiiee kaM, 
iel nech Nr. 90 a. gleiebseitig der Ort der UepiteipWMte der 
Cerven dee Netsee. 

Die genieinscbaftüebeD Taagenten in den BerOhrungspunclen 
der Curven des Netzes werden nadi Nr. 01^ von einer Carve 
der .3«i(fli— l)-ten Classe nmbOllt. 

«. Eiaflaea elaec allen Carvea dee Netsee ge> 
aieiaeebaftliebea Paactea. Ai^eaoaNaea, alle Curven eiaee 
Netzes bitten einen Punct e gemein, und es sei o' der xu m 
unendlich nahe Punct einer Geraden A, die durch a gezogen 
ist, 80 geben eine unbegrenzte Zahl von Curven durch a\ be- 
rflbren also di^ Gerade A im Pnnete a, und bilden in ihrer 
Gemanatbek ela Carveabiaebel. Zieiiaa wir aaa elae «weite 
Geiade dureb aad Ist in ihr Oi der unendlich nahe Punct 
Ton e, so gibt es nur eine einsige Curve des Netzes, welche 
gleiebseitig durch a' und gebt« die also in a einen Doppel- 
paact beeitst Hieraus fi^gt: 
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Lebrsati I. Haben die Cvrven eine» Netse» »ämmtlick 
einen Punct gemein, so ist derselbe für eine dieser Cvr- 
ven ein Doppelpunct, und diejeiägen Curren, welche in die- 
sem Puncle dieselbe Gerade öerüJkren, bilden ein Curven' 

b. Einflus?. einer gemeinschaft liehen Tangente in 
geraeinscbarticben Puncte. Wir nehmen weiter an, es 
berfibrlen alle Conren dnM NaltM in einem ond demMllM» 
PMWIe m dlMelbe Gerada T. 2Sleht man eine iweite beüeUge 
Gerade A durch a, so existieren immer eine enbegrenste ZabI 
TOD Curven des iNetzes, die durch den zu a unendlich nahen 
Punct von A gehen, und die Gesamrotheit dieser Curven bildet 
ein Curvenbflscbcl. Alle Curven dieaea Büacbela werden von T 
nd ven A in je sw^ mit m inanmmenlallenden Pancten geaebnit» 
tan, dieeer Pmet iet daher f&r alle ein Dq^e^Mmet, ee dem 
also das BOschel dasselbe bleibt, wenn man A sich um a dre. 
beo läset. Unter den Curven dieses Büschels sind nach Nr. 48. 
zwei, für welche a ein Rückkehrpunct ist, und von diesen bat 
eine gleichzeitig die Gerade T zur ROckkebrtaogente. Diese 
lalito Cnnre ist dedoicb gegelMn, dnes nie f* In drei und A In 
swei mit m enan m me nfn ilenden Pmclan ndineMen mnen. 

93. Die Jacobiscbe Curve dreier Curven. Wir be- 
stimmen zunfichst den Ort der Puncte, deren gerade Polaren in 
Besag aur drei Curven d C» C bexfiglicb von der m-ten, m'-teo, 
flif-ten Ordenns aieb in einem Pmicle ecbneMen, dne beiest 
mit andern Worten nach Nr. 69 a. den Ort der Puncte, in denen 
sich die erstell Polaren eines und def^selben Punctes in Besng 
auf die drei gegebenen Curven schneiden. Zu dem Ende sieben 
wir darcb einen beliebigen festen Punct o eine beliebige Trana- 
vaiMle L nnd beaUmmen die Pnncle, bi weleben eldi Je dinl 
eiste Peiaren dnee nnd denaelben Pondea ven L scbnelden. 
iiaasen wir dann diese Gerade L alcb um • dAben, eo eAal- 
tan wir nnf diese Weise alle Paneto dea geancbten Ortes. 

Die ersten Polaren der Puncte von L in Bezug auf C und 
C bilden nun nach Nr. 77. zwei projectiviscbe CorrenbAacbeL 
Die entsprechenden Curven, das heiszt die Polaren einen und 
daaaelben Pnnetea ven X» aebnelden mcb daher in des Pnncten 
einar Cnrve r der («-!-»'— S)-ten Ordnung, wekbe dueb die 
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BMispuncte bdder Bfischel hindurchgeht. Die R«sia des erslMi 

Buscheis erhalten wir dabei durch die (m — I)* Uorchschnitts- 
puncte der ersten Polare von o in Bezug auf C mit einer be« 
liebiKen andern ersten Polare eines Punctes von L in Besug 
uf diss«lli« Cnrr». 

Wir haben somit eine Curve IT bestimiat, die der Ort der 
Pancte ist, in welchen sich die zwei ersten Polaren ^nes he» 
liebigs» Paoefes vod L in Besag aaf die GorvM C «ad C* 
•dbneideii. 

M« Gwade A di* «Ir ^«reh • stehen, iedivldealisleit etee 

solche Cunre X', Ton allen diesen Curven (;eht aber nur eine 
einzige durch einen beliebigen Punct p. Denn sollen durch p 
die ersten Polaren für C und C als Grandcurven hindurchgehen, 
so ist der Pol derselben nach iSr. 69 a. der Durchscbnittspusct 
der beidrni ftenul«» Polsrsn van p\ p' hestimnit mni iBe Ge» 
nde L, die durch o geht, und dies« Gsrade endlich die Cnrve 
JT'» welche durch p geht. Laszen wir also L sich um o drehen» 
so ersevgt nach Mr. 41. die Curve K' ein Cnrvenhfischsl. 

Substituieren wir für die Curve C* die dritte C, so erzeugt 
die Gerade L auf diet^elbe Weise eine Curve K" der (m-f-m"— 2)- 
ten Ordnung, welche durch dieHell>en (m — 1)' Basiftpuncte des 
ersten Büschels geht, das schon zur Erzeugung der Cnrve K' 
dienteu Dnreh Drehung ven L vm • entstellt mm ein entspre» 
cbendes Curvenhünelwl von Gnrven K**, Die beiden BflniM. 
die durch K' und K" erzeugt M-erden, sind unter einander pro* 
jectivisch, da jedes derselben dem StralenbQschel, das durch 
die durch o gelegten Cxeraden L entsteht, projectivisch ist. und 
folglich erzeugen beide Büsehel besQglich von der (m-l-ni'^S)- 
ten nnd {m-^mf^^itn Ordnung nseb Nr. 80. eine Cnrf« der 
^m\mfiwt*^A) i9n Ordnung. Nun haben aber immer je swei 
correspondierende Curven K' und K" (m — 1)* Pnnct« geroela, 
die in einer festen Curve der {m — I)-ten Ordnung liegen, nim* 
lieh auf der ersten Polare de^ Punctes O in Bezug auf C Die 
Ohrigen 

gemeinacbnftllcben Pnncle der homologen Cnnren K* imd JT" 
eraengen nleo nach Nr. 80«. eine Cnrve von der Ordaaag 
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Diese ist oflMilnr der geeeehte Ort 

Dieee Curie oeonen wir im Folgeodeo die Curvß von 
JmtPbi flir die drei gegebenen Gvrvee*). 

Gehen die drei Cnrven durch deoselbeo Punct a, so gehen 
die geraden Polaren dieaee Ponetee alle dereh deneeliien; iia- 
büi aUe drei Cnrven IT» itten dreien geneineehnfUiclM 
Pnnde, ee elnd diene nneh Pnneie ihfer Cnrre ven Jm€0kL 

Hat eine der drei Curven, x. B. C*', einen Doppelpnnct d, 
ee let nadh Nr. TS. die gerade Pelare dleeee Pnnclee in Bemg 
nnf C nnbeeflinnt, man icann dann also fQr sie die Gerade 
annehmen, welche d mit dem Durchscbnittuponct der beiden 
geraden Polaren dieaes Paoctes in Bezug auC die beiden fibri* 
gen Cnrven C und C terbindet. Daraus folgt dann, danz die 
Jmeobisekt Cnrve dnreh die Doppelpnnele der diel g e g ebe n e n 
Cnnren gebt 

94. Speeielle Fälle der Jacobiacben Cnrre. Neb- 
nien wir et' = m", daa heiszt also svrei der gegebenen Curren 
▼on derselben Ordnung an, so ändert sieb die Curve von Ja- 
e§öi in diesem Falle nicht, wenn man an die Stelle der obigen 
Cnrven andere Gerren des Btocbeb eetel^ den ale sMaaiaien 
bestimmen. Dies ist angenblidilicb Iclar, da die Ja90biMäe 
Curve der Ort der Puncte ist, durch welche drei erste Pole« 
ren für denselben Pol gehen, und da nach Nr. 84a. die ersten 
Pnlaren eines und desselben Poles in Bezug auf alle Cnrven 
eiaee Bdsehele ein neues Bfiecbel leiden, und felglicb alle durch 
dieeelben Pnnele geben. 

In diesem Falle fcatia man d'w JacoöiscAe Curre noch auf 
eine sweile Art definieren. let ninlleb p ein Punct dereelben, 
eo gehen die drei eteten Pelaren diesea Puncte« In Beeng anf 

die drei gegebenen Cnrven durch denselben Punct p"; ^ ist 
aber der Punct, durch ivelchen nach Nr. 84c. alle geraden Po- 
laren von p in Bezug auf aUe Curveo des Bflscbels {C'C") 
gehen, folglich let die gerade Pelare von p in Bezug auf C 
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aueh die gerad« Polmre d«MeIb«n Paoctes In Besag Mf 
Carve Ars eben erwähnten Bflecbels. Man kann daher Mgen: 
di« Curve von Jaeoöi für die drei gegebenen Curven ist der 
Ort eines Panctes, der in Besug auf C und in Bezug auf irgend 
dM dar Cvttm BttodMlt (CC^ dlwelbe gerad« l^alM 
btt DiMM Ort babaii wir aber aeboa oben fai Nr.87. be- 
aHmt. 

96, Die Curve von Heese fflr ein geometriacbes 
Nat». Ea aei jetst «^h'ssm», daa haiaat, aa adaa aUa 
drai Cartren vra dar aiailicbaa Ordaaag. Zwai baliab ig aa vaa 

ihnen kSanen wir nach Nr. 94. zvrei andere Cnrven des vaa 
ihnen erzeugten Büschels substituieren, das heiszt, wir kunnen 
(&r alle d rei Curven drei beliebige Curven des von ihnen nach 
Nr. 92. bestimniten Netzes substituieren, «renn dieselben nar 
aiebt ein aad daaMelbao Carranbtecbal aogabSraa* abae das« 
die entsprecbande Curve von Jacobi sieb im Geriagataa la- 
dart Das gibt In Verbiadaag mit Nr. 93. daa Sala: 

Labraats 11. Der Ürt itr Me, d$rm germä» fniunm 
Bmug ovf die Curven eine* Net%e» der m-ten Ordmmf 
»ämmtiich durch denselben Punct gehen, ist eine Curve der 
'.\(m ~ I yten Ordnung und geht durch sämmtücke JOoffei" 
puncle der Curven des yet%es. 

In unserem Falle ist daher nach Nr. 92. die JacobiMCke 
Curve mit der von Hesse fiSr das Nets identisch, dacaos babea 
wir alaa ataa aaoa Dafinltlan dar Corva vaa B€999 Ar aia 
gaanalriaebaa Nats. 

Wir wallan im Falgaadaa aacb dia baidaa FUla aCwaa allwr 

untersuchen, dass er^ens Hie Curven des Netxaa aicb simmt- 
lieh in einein Puncte schneiden, und dasz sie %weitens sich in 
diesem Poncte sämmtlich herGhren. Im ersten Falle ist ea 
erlaubt, als eine der drei Curven, welche das Nets hestiramaa, 
diejenige an wiblen, fSr weleha aaeb Nr. 98«. dar gegebaaa 
Paact aia Dappdpnnet lat, aad im xweiten dltrfaBiga CXinra, 
flr welche nach Nr. 926. der gegebene Punct eine Spitze hil- 
det, und die gemeinaehaftlieba Taagaata aller Curven dia ROek- 
kabrtaageote ist. 

M. Nats, daaaaa alnaalaa Garvaa darah danaal- 
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Iieii PuMct gehen. Es seien also zaerst drei Curven C, 
C" \0M derselben Ordnung; m ^et^eben. Sie haben einen Punct 
i^eniein, und derselbe sei iür C" ein üoppelpunct. in ihn ver- 
legen n-ir den Pol Q, ven ieiu wir in Nr. OS. bei der allgemei- 
nen Unleraochnns der Cnrve JmeükiM Gelmneli nncbten. 

a. Bestimraung der Curven £*. Die ersten Polaren 
lies Punctes 0 in Bezug auf C und C gehen durch diesen 
Punct selbst hindurch, folglich enthält nach Nr. 63. die Curve 
K* für jede Lage von L eben diesen Pnoct. 

Die Curve K', welche einer bestimmten Lape von L ent- 
cspricht, bleibt unver&ndcrt, wenn man lür C und C zwei belie- 
liigc andere Cmven den dnreli de ItepHniinten Bfi««^^ mbetW 
tuiert Wir nehmen nnn flir C die Cnrre nrelebe in o din 
Gerade L berührt Dann enthatten alle erste Polaren der Puncte 
von L in Bezug auf C* nach Nr. 70. den Punct O. Durch O 
geht aber auch die erste Polare von o in Bezug auf C"; es 
ist daher nach Nr. 51a. die Tangente der Curve K' in o die- 
jenige Gemde, welebe in dieeem Pnncte die erste Polare von 
9 in Bezug auf C" berührt, das heisst die Gerade L. Gehen 
also die beiden Curven derselben Ordnung C und C durch O, 
so geht auch K' durch 0 und berührt dasellHlt diejeaige Gerade 
L, deren ent<«precheudc Curve sie iat. 

Beatloininng der Cnrir« JT". Da • fllr C ein Dop* 
pelpunct ist, so gehen nach Nr. 74c. alle erste Polaren der 
Puncte von L in Bezug auf sie selbst als Grundcurve durch 0 
und berühren in diesem Puncte ein und dieselbe Gerad L', den 
conjugierten harmonischen Stral von L in Bezug auf die beiden 
Tangenten den Doppelpunctes von €f. 

Nach Nr. 93, wird die Curve K" durch zwei projectivische 
Curvenbuschel erzeugt, das eine bestehend aus den ersten 
Polaren der Pnnete von L in Beang anf C^» das sweito anf 
gleiche Weise aus den ersten Polaren derselben Puncte in 
Bezug anf C. Die Curven des ersten Bäscheis haben in 0 die- 
selbe Tangente L\ und der Curve des zweiten Buscheis, welche 
durch o geht, das heisst der ersten Polare von o in Bezug auf 
Cf oniapricht die ernte Polare ra • in Besag anf C**, dnn 
heinat diejenige Cnnre den ernten Bdaehela, Ar wnlehn • ein 
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l>oppelpiuiet ist. Nadb Nr. 87^. bat folglfeb Ar jede beüdb^ 
Lage der Geradeo L die dard die beiden Bnachel erzeui^te 
Curve JT" in o einen Doppelpnnct. Aoszerdem ist nach Nr. 57 d'. 
in beiden Fällen, mag L eine der Tangenten im Doppelpuncte 
von C" sein, oder die Tangente von C im Puncto 0» in weU 
eben ietxleni Falle nadi Mr.SSA wmA. die Cerfee dea sareitea 
Blacbel« einnatllcb dnrcb a geben. !• beiden riHen alaa tat 
L eine der beiden Tangenten von K** Im Deppelpende 9, 

Folglich bat die Curve K", wenn C und C" einen geraein- 
achaftlichen Punct O haben, der für C" ein Üoppelpunct ist, 
Rir jede beliebige Gerade L durcli o in diesem Puncto einen 
üoppelpunct, und L ist jedesmal, aobald sie eine der beiden 
gegebenen Corven berfihrt, aoeb elM der beiden Taagenten 
von JT" in Doppelponeteb . 

C. Bestimmung der durch K' und K" erzeugten 
Curve. Wir haben somit gefunden, dasz in unserem Falle 
nach «. der Panct o alle« Carven M* angeliOrt, «reiche den 
Goraden X» die dareh ihn gelegt werden können, entsprochen^ 

and dasz er nach b, Air alle Corven K'\ die derselben Geraden 
entsprechen, ein Doppelpunct if^t. Folglich ist nach Nr. 52. o 
für die nach Nr. 93. durch die beiden Curvenbüschel K' und K" 
erxeugto Gesamnitcorve der 4(iii— l)-ten Ordnung ein drelfadier 
Pnnet Ein Teil dieaor Geeammlearve iat aber die eiate Polare 
von O nach C, und da diese einmal durch O gebt, so ist dieser 
Panct für die übrigbleibende Curve der 3(m — l)-ten Ordanng. 
das heiszt für die Jacobigche Curve, ein Doppelpunct 

Die Gerade L ist nach a. Tangente ihrer entsprechen den 
K', also sind nach Nr. 52. die Tangenten der resultierenden 
Curve der 4(m — l)'ten Ordnung im dreifachen Puncto o die- 
jenigon der Geraden L, trelcbe mmA Ihre entsprechenden Cor- 
ven JT" lierQbren. L berfibrt nvn nach §, die K\ wenn aie 
Tangente von C oder von C" ist; es sind also die drei Tan- 
genten des dreifachen Punctes die Tangente von C und die 
beiden Tangenten von C". Von diesen ist die erste nach 
Nr. 71. die Tangente der ersten Polare von o in Boiug auf C, 
felglicb eiad die beiden übrigen die Tangenten der Cnrv« ven 
Jmeobi hn Pnnete O, 

4. Schluszfolgerung. Aus Allon folgern wir nun den Sata: 
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Lehrsats III. Mm 4te Cvnem eim» Neiaet Htmmt- 
lieh durch deiueläen Pimei o, so betUU m& Cvrve von 
Hesse für das Netz in o einen Doppelpunet und hat in 
demselben mit derjenigen Curce des Netzes die Tangenten 
gemein, pir weiche o ebenfcUls ein Doppeifunct ist. 

07. Nets, dessea eioscl«« Corveo •ich in dem- 
selben Pancte berttbree. Wir geben tnr UDtereocbenff dee 
Felles aber, dasz der Panct o eilen drei Curven C, C, C" gc- 
meinscbaftlich ist, und fiir die letzte derselben eine Spitze bil- 
det, und dees die Rdckkebrlengente in o eacb C and C beiübrt. 

«- Die Carven JT'. De die Conree C eed C b • die> 

selbe Tsngenje haben, so kSnnen wir eleer derselben die Cmnre 
des Böschels (CC) substituieren, «velcbe nacb Nr.47. In O einen 
Doppelpunet hat. Dieser Punct ist dann fOr K' nach Nr. 96 6. 
ein Doppelpunet, welche Lage auch L haben mag. FÜlt aber 
L mit der Tangente T sesaromeu, so let ele jedeemel eine der 
beiden Teegenten Im Deppelpoecte der eotepreeheDdeo Gor- 
VW K\ 

Die Corvea jT**. Für C?** iet • eie ROekfcebrpnnct. 
Alle erste Feieren der Pttnete Ten L In Besag enf dieee Corve 
geben also nach Nr. 74a. durch o und berObreo in diesem Puncto 
die Rückkehrtangente T. Unter ihnen ist aber eine, diejenige 
nimlicb, tvelche dem Puocte o selbst entspricht, für welche 
dieser Panct eine Spitse ist, und T die Rfickkebrtangente. 
Aueeer d e m geht die erste Pelere ven • flir 17 ele Fandamen« 
talcnrve auch durch 0 und berfibrt in diesem Puncto T. Ee 
bat daher Tör jede beliebigo h die Cnnre K" in 0 eine Spilae 
mit der Rfickkebrtangente T, 

F&llt aber L mit T zusammen, so haben nach Nr. 78 a. die 
ersten Polaren der Puocte von L in Bezug auf C" in o ei- 
nen Doppelpunet, und ausserdem geben auch nach Nr. 70. die 
•raten Febuen ven • in Beeng nnf G «infteb dnrdi 9, Diele- 
nige Corte JT" alee, irelebn der mit 7 snenmmenfnilenden L 
•nlapiicfat^ hat in • nach Nr. S2. efamn dmllachen Ponet. 

C. Die durch K' und K" erzeugte Curve. Es ist 
naeb Alledem volbt&ndig klar, dasz sämmtlicbe Curven K' in 
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• siMB Dappclpmet babM, wilwiMd MMMrde» die Gurre« M** 

dMelbst eine Spitie mit der geneioschaftiichen Racl^kehrtttl- 
gente T befiitxen. Daraos folgt nach Nr. 62., dasi o fUr die Gre- 
sammlcurve der 4(m — l)>teD Ordnaog, weiche durch die beiden 
Correobüacbel der £' aod K" erzeugt wird, ein vierfacher Ponct 
fall» und dus swei dm vier Zwrige daadbat roo T berttrt 
werden. Die beiden andern Zweige werden in o nach Nr. 63a 
von der Tangente derjenigen Curre JT' berQhrt, welcher eine 
Curre K" entspricht, für die o ein dreifacher Puoct ist. Nun 
entspricht die Carve E", fflr welche 0 ein dreifacher Ponct tat, 
nach b, der Lage von «raleher dieae mit 7 «laammeaftlH, 
•ie «BtaprickC alao aaeb m* ffaaaa dar Corve M* deren einer 
Zweig in o von der Geraden T berflhrt wird; drei der vier 
Tant^enten im vierfachen Puncte 0 der Gesamnitcarve der 
4{m — l)-ten Ordnung fallen alao mit T zuaammen. 

Die Cnrve der 4(fli — l)-ten Ordnung ist nan zusammen- 
Heaetzt au« der Curve von Jaeobi der drei gegebenen Curven 
ond ans der ersten Polare von o in Bezog auf C- Diese erste 
PehM geht eianHU dnreli • nnd betttrt daaelbet T\ die G^vfia 
fea Jme0ki gekt daher dieiaial derch 9, «ad swel ihrer Zweig« 
berOhre« in dieeeai Panete die Gemde T. 

A Sohluaafoigernng. Aaa Allem Mgert aieh der Sata: 

LehreatsIV. Ole (karte tan ff €990 eiae» ChratiwMftw» 

desnem Curven einen gemefneckaftlicken Punet 0, und in 
demselben eine gemeinschaftliche Tangente T haben, hat 
drei Zteeiget die durch 0 gehen, und von denen %wei in 
diesem Funeie ton der Geraden T berührt werden. 

98. Ort der Panete, fa denen aieh drei gerade 
Pelarea dreier Carren fdr ein nnd denaelhea Pol 

aehneiden. Es seien wieder drei Carven, C, C\ C* gegebea, 
Heren Ordnungszahlen bezüglich m, m', m" seien. Wir wollen 
die Ordnung des Ortes der Puncte bestimmen, in welchen sieb 
je drei gerade Polaren desselben Poles HQr die drei g^ebeneo 
Carre« jaehaeidea. 

Ist L eine beliebige Gerade, i ein Ponct derselben» «ad 
aollen dorch i die geraden Poleren von C nnd C* hindaiib- 
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gdim, so MM der Pol # «iaer der (»-IXot'— 1) »urcli- 

Mclioittspaocte der ersten Polaren von i (Or diese belHen Corven 
nein. Soll nun darch i auch die erste Polare fiir C" als Grund- 
curve gehen, so liegt ihr Pol auf der geraden Polare von O in 
bezog auf dieselbe Curv«. Die geraden Polaren der (m— ])(m'— 1) 
Pttncte ü werden mm L in eben sevielen Paneten f »ebneldeo. 

Es sei jetzt umgekehrt f ein beliebiger Puoct von L. Soll 
durch ihn die gerade Polare (iQr C* hiodurcbgehen, so nraos 
der Pol auf der erefen Polare von f In Bezvi( auf dIeeellM 
Carve liegen. Diese erote Polare ist bekanntlich eine Curve 
K der (m" — l)-ten Ordnung. Die geraden Polaren der Puiicte 
von K in Bezug auf C werden nun nach Nr. 81. von einer Curve 
der (m— l)(m" — l)-ten Classe umhüllt; ebenso die geraden 
Polaren der Pvnete deraelbon Corvo X in Bezug auf C von 
einer nweilon Curve der (m^— l)(flr~lHen Clauoo. Jeder Tan» 
genta der einen Curve entspricht eine solche der andern, wenn 
man nur diejenigen Tangenten als entsprechende wählt, welche 
Polaren eines und desselben Punctes von K für die bei- 
den Curven C und C sind. Nach Nr. 83 a. bilden daher die 
Dnreiiadinitlopencte der bonMdoKen Tangenten eine Gorve der 
f(m — I)(m"— l)-|-(m'~l)(m"— l)]-ten Ordnung, welche natOr- 
lieb die Gerade L in eben oovieleo Pnoeten i acbneidet. 

Jedem Pnncte i entopreeben daber (ai— 1) Pnnelo 

f. jedem Puncte f auszerdero (m-lX«*—l) «!-(■'— 
Pnncte i» eo mfiaien daber in L 

(«l-IX«'-I) + («'— lX«i*-I)+(«*-l)(«-l) 

homologe Puncte t vnd t anaammeofallen, vnd dleio Zahl lat 
die geancbte Ordoang dea betracbtetea Ortea. Dieae Carve 
geht offenbar, wenn die drri Curven gemeinadiafUicbe Pnncte 
beaitsen, darcb dieae. 

a. Die Steinersche Curve für ein Netz. Sind die 
drei Curven vm dereelbon Ordnung m, so kann man für aie 
drei beliebige Cwrven des Netzes, das durch sie bestimmt 
wird, substituieren, ohne dasz sich der oben betrachtete Ort im 
Geringsten verändert. In diesem Falle nennen wir denselben, 
der dann von der 3<ni — l)Men Ordnung ist, der Nr. 88if. aiia» 
leg» dir 9Qm SUimer fitr das IMb. 
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d. Einhflleiide der VarbladvDgsgeradeii eatvpr«* 

ehender Paocte der Carven von Steiner und Hesse* 
Jeder Punct p der Cunre von Hetse eines gegebenen Netses 
der M-ten Ordnung ist der Pol von anendlich vielen geraden 
Ptolnraa te Besog uf 4to Cnrvm de« NelM«. IMwe Gwadm 
Mfcaeldeii «leb nach Nr. 96. alle In dnmn Poneta • dar Corva 
vaa Steiner» Es entspricht daher jadam Punete dar Conre 
▼on Bette ein Pnnct der Cnrve Ton Steiner , und umgekehrt. 
Die Geraden, welche diese entsprechenden Punete verbinden, 
werden daher nach Nr. 83^. von einer dritten Curve der Classe 

3(ai— 1) -1- 3(«— 1)* = 1) 

ttmhällt. Nun ist jede Gerade durch o eine Polare von p in 
Bezug auf eine Curve des Netzes; geht aber die gerade Polare 
durch den Pol, so liegt dieser auf der Fundanieotaicurve selbst, 
und diese berührt in ihm die gerade Polare. Daraus folgt, das» 
dia Garada ep \n p aliia Carva daa Netsea barflbrt; alla Car- 
men des Nettaa aber, dia durch p gehen, berflhren sich in Wae 
naab Nr. 92., and Ibra ganMiaacbafUicba Taagaata lat daliar eß. 

Ble F«naelA PIAeker. 

09. Farmal fflr dia Claaaa «ad dia Ordaang ainar 
Cmrva. Wir basaicbaaa Im Fa^gaadaa darabt 

n dia Ordaaag» 
m dia Claaaa, 

d die ZabI dar Doppalpaneto, 

s die ZabI der Rickbahrpnnete ader Spitaea , 

% die ZabI der Dappeltaagaatea, 

s dia ZabI dar Waadapaaate adar Waadataaganten 

einer beliebigen Fundameotalcurve Cm- 

Nun Ist bekanntlich m die Zahl der Tangenten, welche von 
aiaam beliebigen Punete an die gegebene Curve gelegt werden 
kSnaaB. aa lat daher nach den S&tten in Nr. 74c. oder in 
Nr.87A: 
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0) »-3», 

«Im Ftmd, wdelie die Clawe da«r Cm« IMwl; mmM 
Offdumg ond die Ansabl der Deppdpvaete md SpHieii be» 
kamil ist. 

Nuh den UwdHitspriDctp (m. e. Nr. 881), eran die Ord- 
oeilg einer Cerve einer Gleicbang derselben Form erhalten 
werden, wenn man die Clnsee, die Zahl der Doppelteegeolee 
nnd der Wendepancte kena^ dea heiast« ea iat: 

IQOl Formeln f0r die Doppeltangenten nnd Wen- 
depnnete. De jeder Pnnet der Gtvndenrre, d ae ae n ranleaha 

Polare das System zweier Geraden bildet, nach Nr. 80. ein 
Wendepnnct oder ein Doppelpanct ist, so schneidet die Conre 
von He»9e, die nach Nr. 90a. der Ort der Puocte ist, deren 
cooiscbe Polaren aas dem System swaier Geraden bestebeo, 
die gegebene Onrve in den Wendeponeten nnd In den viel- 
liwbeo Puocten. Da nun die Curve von H§»90 von der Ord- 
nung 3<»— 2) ist, 80 ist die Zahl der Wendepancte einer Cnrve, 
Toraoageaetxt, aie habe keine vidCacben Pnnde, gleich 3ii(n— 2)*). 

Es sei nun d ein Doppelpanct ven denn gehen alle 
erste Polaren durch ä und die Curve Ton Hette des durch 
sie gebildeten Netzes, welche auch die Hettetche Curve der 
Cnrre Cn ist, (m. a. Nr. 90 a. und Nr. 92.), geht zweimal durch 
4 nnd bat bler naeb Nr« INI A die lidden Tangenten mit der 
«raten Polare dieses Pnnetee aelbst gemein, das heiast nach 
Nr. 72., dieselben Tangenten wie die gegebene Curve. Der 
Pnnct d gilt also nach Nr. 32. für aech* Durchscbnittspuncte 
der Curve von Bette mit CW. Darch jeden Doppelpanct ver- 
liert also die Curre MCfte Wendepnnete. 

Es sei ferner d eine Spitze von nnd T die Rückkehr- 
taageote. In diesem Falle gehen alle erste Polaren von C% nach 
Nr.74e. dnrch € nnd beifihran fai ibm die Gerade T. Die 
B€9999ekt Gnrre dagagen hat nach Nr.fl7if. drei Zwdga^ die 



♦) Plüeker, Syttrm der aad^^üdken) Geometrie, B«riiB, Ehtnker nnd 

HoBUot, laM. H€t$9t ütUr dm Wtntkfmcte dar Otntm driUtr 

(Mwiy. {Ottttt Joaraal T. tt. BerUa, Mmer, 1M4. B. 104). 
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durch d gehen, upd von deneo cvrei T berflhren und iH-ar in d. 
Daher gilt d für oeMt DorchKcbnittspuncte Ton Cn mit der Curve 
von Hesse. Durch jede Spitze gehen also der Curre acht 
Wendepancte verloren*). 

Hat daher Cn d Doppeiponcte und x Spitzen, so ist die 
Zahl der Wendepuncte durch die Formel gegehen: 



Nach dam Piiadp dar Daalität hat daher aina Canra »>tar 
Ciaaaa alt t DappaKaagaaCaa aad « Waadataagaaiea 



Rdckkehrpuncte. 

Die so gefondeoen vier Gleichonf^n gelten aber, da sie 
nicht voD einaader unabhängig sind, nur für drei. Es ist näm- 
lich, wenn man Gleichung (1) mit drei multipliciert und von 
Glalebung (3) sabtiahlait, 

(5) « — » = 3(n — m), 

und diese Gleichung Ifiszt sich auch abanaa ana den Glaichna- 

gen (ß) und (4) herleiten. 

Zwischen den sechs GrOasen n, m, S, «, t, » existfaiaa 
also drei unabhängige Gleichungen, so dasz man daher, wenn 
von ihnen drei gegeben sind, die übrigen bestimmen kann. So 
ergibt aieh s. B.. wana n, d, » gegeben sind, der Werth von 
t, iadaai maa « nad • ana daa GMcbaaga« (1), 9) «nd (?) all- 
■laiart Haa aiiillt daaa; 

^ l +2ö(d-l) + j»(»-l) + 6d.». 

Ei»9 sahr brauchbare Formel erhält man noch durch Sub- 
traetioo der Gleichungen (2) und (1) und nacfahariga EJininatiea 
▼an mittalat (5). Dies gibt nämlich: 

(7) 2(d-») = (»-«)(» + «— 1^ 



*) CafUji, R»ehercku tur CSUmAmdm e( tur la tkiori» ä** oowbes. 
iOhUu Jeamal, T.a4. Bsdia, Bttesr, IMT. 
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Die oWgen wiehtigen ReUlioM« swiwbto der Ordeeng, 
der Classe and den SingoUirftltett einer ebeeea Corren eM 
vee Plüeker entdeckt*). 

101. Weitere Relationen zwischen der Ordnung, 
der Clatfue und den Singalaritäteo einer Curve. Soll 
eine Crnre einen Doppelpnnct kAum, eiine dees dieeer gegelwn 
lel, ee gilt des l&r eHee Bedingmg. Ztt diete« Zweeiie genflgt 
es nämlich, dasz drei emte Polaren, die nicht zu derosellieil 
Büschel gehören; einen gemeinschaftlichen Punct haben. Soll 
aber die Curve einen Stillstandspunct haben, ohne dasz der- 
selbe gegeben ist, das heiszt also, sollen drei erste Polaren, 
die nidit s« depnelben BiedMl geii8fen, Mk in einem Pnnele 
berühren, so ist des seviel eis wei Bedingangen. Het daker 
eine Conre fi-ter Ordnung 6 Doppelpancte und % Spitzen, so 
ist sie nach Nr. 34. durch \n(n-\-Z) — d — 2x Bedingangen be- 
stimmt Dem Princip der DualiUt nach bestimmen folglich eine 
Curve der m-ten Classe, die x Doppeltangeoten and » Wende* 
taagenten beeitxen eoll, |M(ii'f 3)— e*-Sft Bediognngen. 

Lassen wir nun die Zahlen n, m, d, s, t, » sich aul die- 
selbe Cnnre liesieben» so «oss die Gleidrang liestehen: 

(8; ifi(ii-|-3)~d-2s = i«(ei-|-3)— T-.2«. 

Dieee Formel, die sich aieb ans den Fonadn (I)— (7) ableiten 
Heese, kann aber auch, «renn sie wie hier a priori ab^eleitei 
wird, dazu dienen, um mit zwei beliebigen der Gleichungen 
(1)— (7) zusammen, die sämmtlicben andern aufzustellen**). 

102. Charaicterietil^ einer Gnrve einer beliebigen 
Ordnung ebne vielfaebe Paaete. trerdea, vea bier 

unsern Aasgang nebmend. Im Folgenden die Eigenschsflen einer 
Curve n-ter Ordnung untersuchen, die wir in genOgender All- 
gemeinheit unter allen derselben Ordnung in der Art auswählen, 
dasz dieselbe, so lauge wir keine andern Bestimmungen trefieo, 
TOB der a(»— l)-ten daaee ael, kefame vielfaebea Paaet be- 



•) Theorie der aigebraiuAe» Chtve«, &SII. 
**) iSsiMon, Higher plam mnu^ fbfl» 
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Sitte, dagegen 3fi(ii— 2) Weodepoocte und ^«(ii— 2}(ii^— i>) 
Doppeltangcnten. 

Die ersten Polaren dieser Curve bilden ein Metz der (n— 1)- 
tsn Ordnung, die JBe9se»eke Cnnre dieses Nslsss berOhrt Cn 
ia Ibrso 3m(ii— >S0 Wendspmeleii; dto Ciirve von Sietmtr Ar 
dM Nets (Nr. 98a.). die nach Nr. S8d. auch die St€ilt€rs€kt 
Canrs von Cm ist. hat die Ordnungsasbl 3(ii— 

§, 17. 

Bto Cupv«» w^dM ttme P«lMe cncaftt wcu sich 

103. Ordnung und Sini^ularitäteii der Einhüllen- 
den der geraden Polaren der Puncte einer gegebenen 
Corvcw Wenn ein Pmct, ab Pol in Bezug aof die PoinI«- 
DMatalcarTO Cm aargefitait. sieb auf einer aweiten Curvo Gm der 
M«ten Ordnung benegt, so werden die geraden Polaren von 
einer Curve K umhüllt, von der wir schon in Nr. 81. fanden, 
dass sie von der m{n — l)-ten Clssse sei. Die Tangenten, 
welebe von einen beliebigen Pancle • aieh an die Cnrve £ 
legen lassen, eind die geraden Polaron der m(«— 1) Pnncle» in 
denen Cm von der ersten Polare von • in Bezng anf Cm ge* 
scbnitten irird. 

a, Ordnung und Singularit&ten der Curve K. Ut 
• ao |6«rlM^ daas adne erste Polare Tangente von Cm ird, 
ae CÜlen svrei der geraden Polaren durch o in eine snsanimen, 
•nd es ist also o nach Nr. 30. ein Punct der Curve K, die «ich 
daher aU Ort der Pole aaflaszen ISszt, deren erste Polaren Cm 
berühren. Diese Eigenschaft gibt das Mittel, die Ordnung von 
£ zu finden, da« heiszt, die Zahl der Durchseboitlspancte einer 
beliebigeii Iseraden L mH K. Die ersten Polaren der Punete 
von L bilden itSrolich nach Nr. 77. «in Cnrvenbflschel, und es 
sind also nach Nr. 87 c, sobald wir aooehmen, Cm habe d Dop* 
pelpuncte und x Spitzen, in L m(m-|-2n — 5) — ("Id + 3x) Puncte, 
deren erste Polaren Cm berühren, das heiszt, die Ordnungs- 
aabi von K ist gleich 

mim + 2n - 5) - (2d + 3s). 

Cr ««••««, £*«J*e Ciir»c«. 10 
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Eb tot aageobHckNci kimr, dam di# W«iid«lMiKe»toii m JT 
genMiM PoImcii dier RtfcklMlrpmicl» vmi C« iM. f bat 
dahw s WcBdtpmcto. 

« 

D» wir j«tst die CImm, die OrdMDf md dl* Zahl dar 

WendafNUicte tod JT Itannen , so finden wir laifttelat der in dan 
Nra.99. und 100. entwickaltaa Famala vaa Piüeter, daaa 
dieaelb« aoszerdem 

ilfli(M-l' - (^-1-3«) l*-"i<!S«» -I- 6ii -21) -f lOd -I- Vs 
Dappalpaaata % 

3ai(iii -l- 4)--(6d 

SpiUaa aad 

im(n-2)(aifi-3)-|-d 
Doppailaagaataa liaaitst 

II«b«rtragaog daa Gafaadaaaa a«f ein Carvaa- 
aata. Naa lal aa klar, daaa jadar DappalpaaeC v«a JT dar Pal 

•iner ersten PoUre ia^ «rddia Cm in swai varacbiedenen Pnn* 
cten berührt; dasz ferner ebenso jede>Spitse Ton K eine erste 
Polare bat, welche mit Cm eine dreipanctige Berflbrung ein- 
geht, und daas jede Doppeltangente von E, als gerade Polare 
baCiaahtaC, aatwadar awal vaiaaUadaaa Pala aaf €U bat» adar 
awai in alaao Poppaipanct vaa Cm y a r a la lgta Pala. 

Da avn dia EigaaaekaAaa daa Syatana dar aratao Pnlaraa 

in Baaag auf Cm eich anf ein beliebiges Curvennetz ausdebaao 
laaaaii, aa arhaltaii wir ana dam VorbargelMndeB dia SAtia: 

Labraata L DU Zmki der Oavem Hmt9 JKMmt der 

{n—\)-ten Ordnung, welche eine ffeff ebene Curve m-ter 
Ordnung, die S Doppelpuncte und n SjßÜltem beHhkt, in aMtf 

Puncten berühren, üt gleich: 

i(M(«»-f2»— 6)-(24-f3ii))*— M(SM*l'0n— 21)-f lOd— V». 

Labrsatz II. Die Zahl der Cürven diese* Net%e* aber^ 
die mit der Curve m-ter Ordmm§ efme ärtifumeligt W 
räAmv eingehen, ist gieieh: 

3m(« -I- »—4) —(Od -f Ak) *). 



•) Biseko/f, a.a.O. 8.174—176. 
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e, Zahl d«r Poncte eiier Curve, deren erste Po- 
Uren dl« Caree «elktt fterlkren. Jeder Ponct ▼en JT ist 
der Pel einer ersten Pelare» die Cm berührt, ao dasz, wenn 
■Ml die Dnrchschnltlepvnele tob K nd Gm beliachtet» sieh 
der Sets ergibt: 

Lehrsatz III. In einer (harte Cm der m-Imi Ordnung 

' mit S Doppelpuncten und x J^iiten gibt es m*(m-f *2n — 5) 
— m(-2ö — 3») Puncte, deren erste Polaren in Bewag auf Cm 
die Curte Cm berühren, 

ist m = 1» so entsteht hieraus: 

Lehrsatz IV. In einer beliebigen Geraden gibt es 
2(«i— 2) Puncte t deren erste Polaren in Be%ug auf die Fun' 
d&memialatne Cm die gegebmte OwaOe eetbat beHUuren. 

Ist die Gerade eine Tangente von Cm, so fallen zwei dieser 
2(11 — 2) Pole mit dem Bertihnrogspancte ausararoen, es gibt 
Mgiicii in einer Tnngente ven Cm noefc i(ff~3) Pmete, für 
wdebe die ernte PeUwen mcb £• die Tnsgente n^bnl kerOhren. 

d. Die Curve Cm nnd Cn sind dieselben. Fällt in 
obiger Uotersocbung die Cnrve Cm mit Cu zesammeo; so besteht 
dinCnrve JTefenlMr nne nelbnt nnd nvn deten Weodetangen- 
ten, so deex ein jeder Punct der Cure nnd der Tengentee naeli 
Nr. 7L und Nr. ein Pol einer ersten Polare ist, welche die 
Fnndamentalcnrve berührt. lo diesem Falle sind die Ooppel- 
pnncte von K die Durcbscbnittsponcte der Wendetaogenten mit 
der Curve Cn\ die Spitaen von K werden durch die Weadepuncte 
▼en Cm» jnden sweininl geilUt, dtrge n t e l H imd die Deppeltnn> 

genten ven JT nind die Deppel- nnd Wendeinngenien ven <V 

« 

Die Doppelpnnete ven M eind nneh die Pele ven eben 
eevieien ersten Peinren» welelie die Gruodenm svreinial herab- 
ren. Ins Besondere berflhrt nach Nr. 80., wenn o ein Durdi« 
echnittspunct zweier Wendetangenten derselben ist, die erste 
Polare von o die Curre Cm in den beiden entsprechenden Wen« 
depnneten, und Ist 0 der Dnreliecbnittepttnet ven Cm und einer 
Wendetnngente, ee berOhrl die erste Polare ven O naefa Nr. 71. 
C% in o und nach Nr. 80. im BerQhrungspuncte der Tangente. 
Es gibt daher 3«(n — 2)(n— 3) erste Polaren, «eiche Cn zwei- 
mal berObren, und deren Pole auf Cm selbst liegen, und 

10» 
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i«(i»-2)i3ii<fi— 2)— 1) erste Polaren, die eb«ir«lts sweioMl CW 
b«rfliireo, denn Pol« aber «isMf halb Cm Ucgen. 

e. Die (» — l)-te Polare von Cm. Die turve K, da« 
htknX die ElidialloBde dor (si^1>I«d PoImvb der P«dcI« von 
Cm, Mnt die (ß-^iy-te Bolm 99m Cm*). 

SotMii wir »asl, so ergibt «leb, das« die (•-.))-te Po- 
lar» «Iner Gerade« ü» das heisst die Binbflileade der gerade« 
Polaren der Puncte von R, oder aach der Ort der Pole der 
ersten Polaren, die R berühren, eine Curve der (n — l)*teii 

Classe und der 2(n — 2)-ten Ordnung ist mit 3(ii--3) Spitzen, 
2(ii— 4) Doppeipuncten und i{<»-2Xn— 3) Doppeltau- 
geate«* Das gibt den Satz: 

Lehrsatz V. Es gibt in Betug avf eine gegebene Qrund- 
curve immer 3(»— 2) erete Polaren, /Jir weiche eine gege- 
Um Cermde B eine WenUUmgenU, 2(ii-3)(»— 4) erete 
Polaren, ßr welche R eine DoffettangeiUe iet, umdiutner- 
äem i(«-2)(ii-d) Oermäe, deremjede mpttfiHe emf Bkat, 

f. Doppelte Definition der ersten Polare eines 
Paactes. Gebt die (n— l)-te Polare der Geradea Jl dorch 
«lae« gegebeae« Punct o. so ist dieaer der Pol elaer eiste« 
Pelaro, welche oaeh b. R berObrt. Folglich wird, wenn die 
(n— l)-te Polare sich ändert, indem sie sich nm den Testen 
Panct o dreht, die Gerade R von der ersten Polare von o am- 
bfiUt Wir bebe« somit swel DefinitioBeD der ersten Polare 
si«es PuBdss: 

Lehrsatz VI. Die erete Polare eine* Puncte* o i*t der 
Ort der f&ie, derem <ft-lH« PMarm M im o eekmeiden, 
mmd auch die EtmUUiende der deraden, deren (»~l)-is 
JMtm dmrek o pdkem, 

104. Einhollende der Polaren derselben Ordnaag 
der Puncto einer gegebenen Curve. Es bewege sich «io 
Pol p auf einer Curve Cm der m-ten Ordanng, die d Doppel- 



*) £• üt sIm für du Folgende «ehr wol zwischen PoUur« eine« PanctM 
wid Fdaie dasr Gem n «amselMMen. 
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pUMCle and s SpitMo hat Von weklMai Mck M itmn die 

BeiMe (derM Delnition wir In Nr. 34. gaben), «reiche durch di« 
r-ten Polaren von p in Bezog auf die Fandaroentalcurve Cn ge* 
bildet wird, und von welcher Beachaffienbeit iat ihr« EinhalleDdef 

m. lodez der Reibe der r»ten PoUreo. Gebt die 

r-te Polare %on p durch den Peeet 0, so liegt nach Nr. 60«. 
»ler Pol auf der (» — r)-ten Polare von 0, da« beiszf, er ist einer 
der r.m Durchscbnittspuncte dieser Polaren mit der gegebenen 
Curve Cm- Durch 0 geben alao r.m .r-te Polaren von Pnncten, 
die enf Cm llegee» de« beieit, die r-le« Pelsren der Pttnel« 
re« Ai bilden eine Reibe ren lade« r,m, 

6. i>ie (»— r)-te Polare berührt Berflbrt die 

(n — r)-te Pelete ven « die Gerve Cm in üaen Pancte, eo lidUa 
in « swei r*te Peleren sneemmen, nnd « iel eb Pnnel der Ein* 
ballenden der Cnrven der eben gegebenen Reilie. Dnrane lieest 

der Satz: 

Lehrsatz VII. Die Einhäitende der r-ten Polaren der 
Punc/e einer Curce Cm ist gleichzeitig der Ort der Pole 
der in—r)'ten Polaren, welche die Curve Cm öeriiAren, 

«. Ordeaegezahl der Einhüllenden der r-ten Pe- 
leren; r-te Polare einer Cerve. Welches iat die Ordnung 
dieses Ortes? oder wieviel Puncte liegen auf einer beliebigen 
Trensversale L, deren (»— r)-te Polaren eine gegebene Corre 
Cm berflbren? 

Die («— r)-teo Polaren der Puncte der Geraden L bilden 
eadi «. «in« R^be der r-ten Ordnung vom Inda r). Nach 
Nr. 87c; berObren deber (ii— r)taK»-fSp-^— (Sl-l-a«)} ven 
ihnen die Curve C^. Diee gibt den Sets: 

Lebrsnts Vlil. me BMUiemde der f^Sem HhM 

Hmete einer Curre der m-tem Orimung mit 6 DOffB^mm- 
etem und % S^faen itt eime Cime der Ordmmg 

{n-ry^m ar~^— ^ 3»)|. 

Dteee Curve nennt man die r-te Polare der gegebenen 
Cerve Cm in Beeng enf die gegebene Fnadementelcnnre Cm*)* 

•) 5f<l««r, a.«. 0. &l— I. Man btaehla aaeb die ittüi AuMbaif. 
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ZvMlu CapitaL 



CS. 17. 



ä. Die erste Polare einer Curve von bestimmter 
C lasse. Setzt man r = I and bezeicheet die dsMa ier Cwe 
durch M\ da» beiazt, «etat man 

IK* SS «(M*- 1)— (9a-|-3s)» 

•o bat man nach Nr. W. den Sati : 

Lehrsatz IX. Die erste Polare einer Curve der m'-ten 
CUaeee, da» heU%t der Ort der Mfe dtr Geraden, welche 
ete berUkrtm, iet elfm Ceme der m*(n^iyten OrdHuim^. 

Diese Corre eothUt die Puocte, in welchen die Funda« 
mMitalenme tob den Tangenten berihft wM, welehe eie mit 
der Corve der M'-ten Claaee geaeia hat 

Für m' = 1 kommen %vir auf die in Nr. 103/. gegebene De* 
fiaitioo der eretee Pelatee eiaee Poeetee xerfiek. 

e. r-te Pelaree eieer Gereden. Selten wir «sal, 
eo entetebt: 

Lebraaita X. Die r-t» Polare einer Beradm tat ebne 
Curve der 2(r— r)-/tffi Ordnung. Die erste PHare 
einer Oeraden ist also von der nullten Ordnung, 

Die lataleie beelebt naeb Nr. 77. wUHcb nnr ane den («— 1)» 
Pelen der gegebenen Gereden. 

Für rsn— 1 erhalten wir den acbon eben in Nr. I03e. 
gefnndene Reenltat wieder. 

f. Methode, die Ordnung gewiszer Einhflllender 
an beetlmmen. Die Ordnung der r-ten Polare einer Geraden 
Jl kenn man eneb direet enf folgende Weiee beeHainien. Wir 

betrachten nlmlich tu dieeev Zweck« diese Cnnre als Ort der 
Darchschoittspancte zweier unmittelbar folgender Corven der 
Reihe vom Index r und der (» — r)-ten Ordnung, welche nach 
Nr. 34. die r-ten Polaren der Puncto von R bestimmen. 

Ist a ein beliebiger Punct von R, so liegen die Pole der 
r-ten Polaren, welche durch a gehen, auf der (n — r)-ten Po« 
are von a, die J7 in r Poncten a^ achneidet Nehmen wir um* 
gekehrt einen beüebIgeB Pnnet enf A ee aebneideteelner-te 
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Polare d'iM« G«r«de In n—r Puticten a. B«tieben wir daher 
die Puncte a und a* auf denaelbeo Anfang O, so besteht unter 
d«n Abscboitten oa' eine Gleichung des r-ten Grades, und unter 
den AbaebniCten aa eine aolcbe des (» — r)-ten Gradea. Oer 
Pmct m K«gt Iran aof der geaaehtm Gor?«, fdbiM sw«i 4m 
r 4mnh ibn gelegteo r-ten Polaren raaamnenfallen. Die Be- 
dingvngsgleichung, dasx die obenerwähnte Gleichung fCr OO' 
zwei gleiche Werte bat, ist aber (Qr die CoellGcienten vom Grade 
2(r-l), und die Air oa folglich vom Grade 2(r— iXn-r). Die 
Gerade B hat alae mit den geauchten Ort« 2(r- l)(n-r) 
Paaeto gemein ond die Einhüllende der r«ten Pohuren der 
Puncte einer Gemden int daher eiee Cm der S(r— r)- 
ten Ordnung. 

Dieselbe Betrachtung kann man in vielen Fällen snr Be- 
stimmung der Ordnung einer Curve, welche die Cnnren einer 
Reibe einheilt, anwenden. Ist z. B. die Reihe von der r-ten 
Ordnung und vom Index #, und tum kann eine Pnnctieihe eon> 
atmleren» welche ihr prejeethrieeh iat, derart, daaa awleehen 
den Cnrveo der Reibe ond den Puncten der Geraden eine Be- 
ziehung besteht, nach der jeder Curve nur ein Punct der Gera« 
den entspricht und umgekehrt, so ist die Einhölleode von der 
2(r— l}«-ten Ordnung. Für « = 1 entsteht so der Satz: 

Lehrsatz XI. Entspricht der Reihe der Tangenten 
einer Curve der r-ten Ciasse eine projectiviscAe Punetrethe, 
«• Irl 4fe Oränunff der Cturve ekifleek 9(r— 1). 

g. Doppelte Definition der Polare eines Punctes. 
Geht die (n— r)-te Polare einer Geraden durch einen gegebenen 
Pnnet ee lat dieeer nach der Pd efamr r-ten Pelare, 
welche diene Polare berOhrt. Folglieb gUt der Satsz 

Lehtants XII. JM» IMrt e§me fmetee o, Mr 
amek der Ort der FmcU, deren (• — ryte BUmren dnrek 

o gehen, ist auch die Einhüllende der Geraden, deren 
in—r)-te Maren den Punct o enthalten. 

Wir haben somit sownl die Polaren der Puncte, als die 
der Curven auf doppelte Weise definiert, sowol als Orte, als 
ala Einbfillende, und gerade in dieaer doppelten Definition 
eeheint das Gehcimniaz der so groasea tVnchthatfceit der Theorie 
der Polaren zu liegen. 
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h. Sätze aber Polaren v«n Carveo. lo .o beriifcra 
die r-te Polare einer Curve C eine z*veite Curve C. Nun be- 
rührt diese Polare in o eine r-te Polare eines Punctes O' von 
Ct und umgekehrt wird oach b. die Curve C in o' von der 

r)-teii Polftte von • berihrt Ali«r die r-to Feiere vee e^ 
betHkrt In • anch C, 00 deei endlich die (»— r)-te Pefere ven 
o in 0* die (m— r)-te Peleie ven C barahrea wird. Da« gibt 
den Sati: 

Lebraats XIIL Berührt dUt r^ie Mare einer Ckrve 
C eiM wmeUe Curee C*, eo berührt tmge k ekrt He («— r)-l» 
PoUwe 9on C äte erete Cmrve C 

f. SHtze über Polaren von Curven. Fortsetzung. 
Eine Gerade R sei die (r — Jj-te Polare einea Punctes 0 in 
Besag anf die {n—r) te Polare einea andern Plinetee e^ oder, 
was daeaelbe tot — ni.a. Nr.dOe. — , ^e («— r}-te Polare Ten 
e' in Besng anf die (r—lH^ Polare von o. Laasen irir R sich 
bewegen, und von einer Curve C umhüllt w erden, so ist der Ort 
des Punctes 0, wenn wir 0' als fest annehmen, nach d. die erste 
Polare von C in Bezug auf die (a — r}-te Polare von o'; bleibt 
onigdcebrt • feet, wibrend R die Curve C nmbflilt, so tot der 
Ort voe O' die erste Polare von C in Besag anf die (n—rHa 
Polare von o. Folgltob gilt der Sats: 

Lebraats XIV. Oekt 4ie erete Mare einer Cüree C 
im Beemg euf äte (r^ \)^ Mare eiaee Funetee o durch 
0', »0 geht die erste Polare von Cin Betrug mef die {n^ry- 
te Potnre een ef durch 9 mnd vm§eke hrL 



105. Ort der verbundenen Pole eines beweglichen 
Poles. Die (n — l)-te Polare einVr Curve Cm der «n-ten Ord- 
nung ist nach Nr. 81. eine Curve K der fn(n — l)-ten Clasae. 
Dem entsprecbend tot nacb Nr. 104 A die ersten Polare von 
K eine Cnrve der mfii'-iyMen Ordnung. Diene Corvo aebliesst 
auch die gegebene Cm mit in eich ein, und ea tot Tolgltoh K 
nicht nur die Einhüllende der geraden Polaren von Cm, sondern 
auch nach Nr. 103 a. der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche Cm berühren. Darcbläuft also ein Pnnct o eine Curve 
Cm, SO beecbreiben dto aadem («— 1)*— 1 Psto der geiaden 
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Pobre von • «Ine Cirte der m(ii— 1)*— MissflM(«-S)-teii 
Ordnung. 

Za dienen Renvltnte gelangen wir auch» bei der LSamg 
der Aofgabes Wenn ein Panel 9 nieb nnf einer iMMIgeii 
Ciirve bewegt, welche Cnrve beeebrelben denn die flbrigen 
Pole der gcrnden Polare von •? 

Wir nebnen snerat als die gegebene Curve eine Geradeil 

an, und eoterituchen, in wieviel Pancten diet<elbe den gesuchten 
Ort schneidet. Nach iSr. 103«. gibt i(n— 'i)(n — 3) Gerade, 
deren jede zwei Pole auf R bat, folglich sind die (n — 2)(n— 3) 
Pole dieser Geraden ebenen viele Ponete de« gesuchten Orten. 
Bedenken wir nnn noch, denn nneb Nr. 90^. in jedem Pnnde 
der Cnrve ven B€99€ zirei Pole ein und derselben Geraden 
zusaniinenrallen, dasz ?A»n die 3(n — 2) Durchschnittspuncte der 
Curve von Beste mit R auch dem gesuchten Orte angeboren, 
so übersehen uir augenblicklich, dasz der gesuchte Ort 
(n-2>(i»— 3)-)-3<i}— 2) Panete mit R gemein bat, den beiest, 
demelbe let von der «(ii— 2Hen Ordnung. 

Ist nun ferner statt der Geraden eine beliebige Curve Cm 
gegeben, no nfinsen wir nnterencbeo, wie oft eine Gerade einen 
Pol enf Gm nnd gleiehaeltig einen enieben naf einer beliebigen 
Geraden R hat. Die verbundenen Pole der Pnnete von R lie« 

gen nun aber, «ie «ir vor Kurzem nachgewiesen, alle auf einer 
Curve der fi(n — 2)-len Ordnung, welche Cm in m.n(fi — 2) Pun- 
cten schneidet. Cs gibt also ni.fi(j|— 2) Pun<;|te auf Cm, deren 
jeder einen verlMindenea Pol nnfJIbnl^ nnd demne folgt: 

Lehrsatz XV. Beschreibt ein Pol eine Curve m-ter 
Ordnung, so ist der Ort der ihm verbundenen Poie pon 
der ia.n(n — '2)-ten Ordnung, 

106. Ort der Durcbschoittspun cte der ersten und 
nweiten Polare eines sich bewegenden Punetes. Wir 
laenen eich einen Pol nnf tfner Cnrve Cm der «Men Ordnni^ 
iMwegen and untersuchen den Ort der Durchsehoittspnncte der 
eisten nnd zweiten Polaren des bewe^*ben Poles in Bezug 
auf die Grundcurve C%. Geht durch aen Punct i einer Geraden 
R eine erste Polare, so liegt der Pol derselben auf der geraden 
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Polare von i, die oatürlich Gm In m Pancten scboeldet, datM 
«weite Polaren die Gerade M in M(«— 2) Pnacten f trafen. 

Nimmt man nmgekebrt einen IwÜebifen Ptanel t won R, 

durch den eine sireite Polare von i gelten aoll, eo liegt der 

Pol derselben aaf der cooiscben Polare von i' und diese be- 
rührt Cm in IR Puncten. Die ersten Polaren dieser Puncte be- 
stimmen nun auf R 2n(n — 1) weitere PuDcte i. Jedem Puncto 
i entspreeken demnaeii m(n — 2) Pnncle f, nod jedem Pando 
f eMneo 2m(m— 1) Ponele i. Ee gibt deebaib in Jl naeb Nr.8& 

M(«-3)-f 2m(n — 1) = m(3ii— 4) 

Ponete i', von denen jeder mit dem entsprechenden Puncte i' 
xaaammenfiUlt. Der Ort Ut folgUch eine Curve U der m(3fi— 4)- 
lem Ordmmi. Offenbar berSbrt dieeelbe A in den s.m Doreb* 
achnittsponcten von Cm vnd C^, eo daea aleo in dieaen Pnncton 
nach Nr. 71. die ersten und svreilen Pelareo eicb ontereisaaider 
■ad die Corve Cm berfibren. 

Da aoszerdom durch einen Wendepunct der Grondcurve 
nach Nr. 80. jede erste PoLire eines beliebigen Punctes der 
betreffenden Wendetangente geht, so musz die Curve U so oft 
durch einen Wendepunct Cm gehen, als es geroeinscbaftlicbe 
Pnacte von Cm vnd der Wendetangente gibt U gebt deebalb 
«-mal dnreb jeden der 3«(«— S) Wendepnneto tob Cu% 

a. Die Curve Ca fällt mit Cm zusammen. Fällt Cm 
mit Cm sueammen, so enthält U offenbar zweimal die Funda- 
mentaleotM. Seben wir von dieaer al^ ao bleibt eine Corvo 
der 3ii(«— S)-Ien Ordnung ffbrig^ ilr welebe die Wendepancto 
von Gt (»— S)*fiiebo Puncte sind. Durchläuft also ein Pol die 
Grundcarve, so erzeugen die (n — ])(n — 2) — 2 Puncte in denen 
sich die erste und zweite Polare schneiden, eine Curve der 
der 3fi(n — 2)-ten Ordnung die (fi — 2) Ziveige bat, welche durch 
Joden Woodoponct von C, geben, nad Ton denen dnor mit CSi 
eino dreipunctige Berührung eingebt Dien iat eegleicb klar, 
wenn man beacbtet, daaa jede Wondotaagento der Gmndcnrfo 



•) Clebsch, IJebfr eine Ckuir von ElmünationtprobUmen imd i&er tinije 
PimcU der Theorie der i^aiartn. (Crttle-Borekard'» Jomiul, T. »8. 
Bwiie, Mmv, IMI, B.t7»> 
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II— S Ponde alt i^mm fMMto hM^ wXmMk to W«id«p«iek 
and »—3 «Dfacho DnckäMbnlllipiiBete. 

6. Ort der Darchscbnittspuncte der r-teo und 
#-teii Polaren eines Punctes. Aoalog beweist man, daas, 
«rm» der Pol elBO Cirv« Cm boaehrdbC, dio DardMcbnltto- 

pancte der r«ten und «4Mi PobfBB dne Curve der [tn.n{r-^9) 
— 2m.r.#]-ten Ordnung erzeugen, welche die Grundcarve in 
den Durchscbnittspuncten derselben mit Cm berObrt. Es ist 
dabei bemerkenswertb, dass die Zabl m.n(r-f «) — 2iii.r.# sich 
nicht Inderin wtnn mtm n^r ud «— • für r vnd • Mbslitniort 



Ib. 



107. Pol nnd PoUre der KegeUebnitt«. NinmC: 
in den aoeiWB mweinande^eoetsten Theoremen » = 2, so fol- 
gen sehr intoroorante Roonlteto Dir die Theorie d«r iUg«!- 
ochttitte. 

In der Ebene der Cnrre C% der zweiten Ordnung sei ein 
Pol o angenommen, dann ist nach Nr. 68. der Ort der conjagier- 
ten barmonischen Pancte von o in Bezug auf die Durchschnitts- 
pancte der Curve mit einer durch o gelegten, um diesen Punct 
ekb drehenden Geraden die §wm§i Mlmt% von 0. Geht die 
Petore von 9 dnrcb einen ivreHen Pnnet eo geht nach Nr. 09«. 
umgekehrt die Polare von durch o. Alle Gerade, welehe 
durch einen Punct o geben, haben daher ihre Pole auf der 
geraden Polare von 0, und es sind umgekehrt die Poncte einer 
boliebigeo Geraden die Pole von Geraden, die sich im Pole 
der gegebenen Geraden ecbneiden. 

Es bat also jeder Punct nur eine bestimmte gerade Polare 
und umgekehrt jede Gerade onr einen einsigen PoL Daraus 
folgt: 

Lehrsatz 1. Die Pu$tcie einer Geraden öUden eine pro- 
JeetMeeke Fmefreike 4m von ihren reepeetieen /Wnren 

und hieraus weiter: 
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Lehrsatz II. Da» DoßpeiverääitmisM 99m itftr ßeraätm 

äie Heh in einem Punete schneiden, ist gleich tem DOf» 
fei»erMaUiiis% der vier Poie dieser Geradem*). 

Nach Nr. 70. schneidet die Polare eines Punctes o daa 
Fandainentalkegelschnitt in den Puncten, in welchMl dieMT 
ron Geraden die durch o geben, berührt wird. 

Betrachten ivir den FnndameDtalkegeUchnitt als eine Cur?« 
zweiter Classe, so folgt, wenn wir durch einen beliebigen 
Puuct einer gegebenen Geraden die beiden Taugenten der Curve 
sidi«a, dasx der tu der gegeb«BMi Geraden in Besag auf die 
b«ldM Taageoten sageerdMte hamoaledie Stial mch Nr. 88. 
dnrch einen festen Panct geh^ «inlteh dnreh den Pnl der ge* 
i^ehenen Geraden. 

Zwei Figoran, deren aine dia Pole and Pelaren der Gara- 
den und Pnncto dar andern enChilt, heisxen polarleck reciprok. 

Auf die wenigen Prineipien, die wir soeben auseinandersetzten, 
gründet sich die berühmte Methode von Poncelet**), mittelst 
«reicher man von den Eigenschaften der einen Figur au denen 
der andern Pigar thargeht. 

W, Canjngiarta Pala and Pelaran. 



Zvd Pmels 9 waA «^ von deosa 

joder auf der Polsra des andern liegt, 
hciszcn conjugierle Pole. Die unbe- 
greutc Zahl too Paarea conjugier- 
ter Fole, ««Idw a«f decr Gendsn 
liegco, bndsn «ine qaadraUsch« loro* 
latton. deren iweifachc Puncto die 
Durcbschoitt^ancte des K.^Ucbnit- 

liefa aiBd die Fud» 4m Andama- 
talkcfelwhnittei lidi icIlMt eo^jogieit 



Die PoUren sweitr eenfi^^srtw 

Pol«! das beiszt zwei Gerade, von 
deaea jede durch den Pol der andern 
geht, beiuen anyugierte Polaren. Dia 
nnbegreniae ZaU ooojagierter Fola- 
ren, die all« dnrcb denaelben Poacl 
geben, bilden eine quadratische Invo» 
lation, deren Doppelttralen die Tut- 
g«ntea das ZtedaasBtallMgdidndMs 
sind, dia mma durch den gsgdMasn 
Funct an denselben logen kann. Folgw 
)icb sind diese Taagentea sich •elbst 
co^jogierta Folataa. 



*) Cha$ltM, Mimoire de giomUrU $ur deux principta g€näraux de h 

MMNce eie, (liteoim coaroan^ par rAcad<aiia R. de BrazaUci, (. 11, 1837. 
p.ft81). 

**) Pascala«, TMtf du propriH/* pruftdum* dttjigun*^ Paris, I8SS. 
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«• ConjogUrte Dreieeke mn4 Dr«l«elte 



Z«d totjßißitm Fde und d«r Fol 
dar OeradoB, wdebtdiMdbtaTerliiii- 

del, bestimmen ein Dreieck, in dem 
jede Seite die FoUure des Gegetuchei- 
tata ist. Dm m bettimmte Dreieck 
hdnt d«B gigAttatm KcfdMlnrftlt 



Zwei «H^iigieite Folarea und di« 
Föten ihre« Don^adtiridtpsDetM bO- 

den ein Dreiseit, in welchem jeder 
Scheitel der Fol der Qegeneeite ist. 
Dieses Dreiseit heiszt dem gegebene a 
g tfili BhriH CMi^iyjsrf; 



ö. Eigenscbafteo des etoem Kegelschnitte eiii- 
gesehrlebeoen Vierecks oed des denselben unige- 
sebriekeDen Viereeite. 



Seht am derdi dco Puoct p xwei 
TruMversalca, welche dneB Kcgel- 

schnitt in den vier Paneten b, e; a, d 
•cbneidea, ood sind 9, r die Durch- 
sebnitt^iucteder Qeradenpa*re(oa^> 
end {pkttt^ M irt 9r dh Folon von 
p, ond es ist also im Dreieck p^ 
jeder Scheitel der Fol der Gegenseite. 
Dies ist eine unmittelbare Folge ans 
dan m Kr. ». aueiiiaiidarBfaaMen Ei- 
genaehaften des rollst&ndigen Vier- 
ecks dbed. Danas etgibt sieh: 

Lehrsatz m. Äüe einem voll- 
atändigen Viereck umgeschriebenen Ke- 
fdu kin tt t Bind lim Dreiedk^ unlehn 
tkmk a» drei Dki§9mäftmett ydSUkt 



Zieht mao durch zvvci Puocte ei* 
aar Garadaa J* vier Taagamaii B, C; 

j A, D an einen gegebenen Kegelschnitt 
; und bind Q ond R die Geraden, wol- 
che dorch dia Paoctepaare (C''^, B-lf) 
aad fabaa, ao lal der Fuirt 

Q-R der Pol der Geraden und aa 
ist also im Dreiseit PQR jede Seite 
die Folaro des Gegenscheitcls. Dies 
ist eine muaittelhare Folge ans den 
in Nr. 5. aoseiDandergeaetatea fifan- 
schaften des TollstAndigen VierasitB 
ABCJJ. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz III'. Alle eiuem Vier- 
teit einges<Ariebe»eH KegeUdtnitte emd 
dMi aas das dM Dk^tmak» g$biUf 
Im Dreiatite en^imi. 



€• Gemeinschaftliche conjugierte Dreiecke oder 
Dreleelte sweier Kegelacbeitte. Nack Nr. 80. let in 

AllgemeiBeo ein Peeet, der in Beieg wt swel Cimree einee 

Baschels dieselbe gerade Polare hat, Ar eine Corve des BO- 
scbels ein Doppelpunct, das heistt, zwei Kegelschnitte kunoen 
anszer dem Dreiecic, dessen Scheitel die drei Doppelpuncte 



|>> ISS* " Memoire tur la tktvri* dst polaire» ridproqutt. (Cr«//«« JoamaL 
T.4. BariiB» BaioMr lett. Bw l> 
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das Bflschda slRd, da« dncb tto Mtowt wM, k«to weilmc» 
(«MiaadkaftliebM coi^jagiertoa Drataek haken. Es sind daher 
dia Diagonalpuncte des votlstSodigea Vierecks, das durck die 
gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte zweier Kegelschnitte 
gebildet wird, und die Diagonalen des vollstindigen Vierseits, 
das dnrck die gemeinschafUicben Tangenten dieser Kegel- 
aehallta aatalaht, kaaflgliek dl« Sekailal oad die Settaa daa 
afoitgaa Draiecfca. daa baldan Gartaa glalekaeilif canjagiart iat 

d. Besonderer Fall Hes ^»atzes von Pascal. Der 
Sats von Patcal in INr. 4Öc. iiir ein einem K^elscbnitt ein- 
geaehfflakaiiaa Saehaack Uafart, waan HMa den sardtaa Eek> 
paaet dam «nalaa ■Baotflak aaka alaint, «ad ekanaa daa linfton 

unendlich nahe dem vierten, die folgende Beziehung zwischen 
vier Puncten dnea K^etaeknittea nad dea Tangenten ia «frei 

derselben : 

Lehrsatz IV. /*/ ein Viereck einem Kegelschniite ein- 
geschrieben ^ so schneiden sich die Tangenten durch ueei 
der Eckpuncie auf der VerUndungsgeraden wweier DiagO' 

Ularaaa adiHaaat nun leicht» daa dia INagaaalaa dea aas 
Tier Taagaataa aiaaa Kagalaekaillaa gakNdataa Viaraaita dia 

Seiten des Dreiecks sind, daaaan Scheitel die Diagonaipnncte 
daa durck dia i^ar Barflkrangaponcla galMldateii Viaracka alad. 

e. Nata awaiter Ordnung. Siad vaa eiaem ▼ollstla- 
digea Viaraeka dia drei Diaganalpaaeta t,r «ad ai» 

Scheitel a gegeben, so ist dasselbe nur auf eine aiasige Weiia 
bestimmbar. Es ist nSmIich der Scheitel b der zu a in Bezug 
auf die Puncte zugeordnete harmonische Punct, in denen j^y 
und pr die Gerade ar schneiden ; u. s. w. Folglich bilden die 
Kagalaakaitte» waicka dnich daaaalhaM Paael m gahM, «ad 
daiaaalbaa Dreieck pqr conjuglart aiad, aia CarvaaUtochal «ad 
wir bahaa daher nach Nr. 92.: 

Lehraata V. Die euwnmtkHt der XegettekniUe, dU 
Hmem gegebenen Jfniedte easi/kpisrl «Aid; MMM eim Net^ 

f. Netz zweiter Ordnung. Fortsetzung. Die Cur- 
ven dieses Büscheis, »eiche einen gegebenen Abschnitt 00' 
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harroooisch tdlen, bilde» ein CurTenbaschel. ht atalkh f «In 
beliebiger Panct. so haben alle Kegelschnitte, die durch i gehen, 
drei weitere Pancte gemein, das heisat nach Nr. 40. schneiden 
sie die Gerade oo' in Pnnctepaaren, die in Involution stehen. 
Nach Nr. 9S* «her bilden 4^ Ponctepaare, welche oo' barino- 
nisch teilen, «bMlSUIs «inn lavolalion imd die bddea Invalafio- 
nen haben ein Paar conjogierter Pancte gemein ; dareb t gebt 
also nur ein einziger Kegelschnitt des Netzes, der den gegebe- 
nen Bedingnngen Genfige leistet, w. z. b. w. Mit andern Wor- 
ten, das NetB enthilt ein KegelschnittobOscbel , ffir dessen 
einehe Cnrvee die Pteeeto • end 9* eoojugierte PMe bUdee. 

Z«rei Bfischel eines Netzes haben inmer eine Curve ge- 
■ein. Seebl naa daber des KegebebDitt des Netzes, rar 
welcbe» • eewel m ele m r* ceejegiefft Itt, eder, wm dae- 
selbe ist, filr welchen o die Pelaie t^O^ hat, so lissl die A«f- 

gabe nur eine einzige Aoflösang zu, das heiszt, es gibt Der 
einen Kegelschnitt, in Bezug aut den ein gegebenes Dreieck 
conjngiert ist, und ein gegebener Punct der i>ol einer gegebe- 
nen Getadee. 

g. Bedingung, unter der zwei Dreiecke demsel- 
ben Kegelschnitte conjugiert sind. Es seien pgr und 
p'q'r' zwei dem Fundamentaikegelschnitte conjugierte Dreiecke; 
# und f die Pmicte, in denee die Geraden p'g' und p'r' die 
Gerade qr schneiden; und f die Poeete, in deeen f'r' wmm 
pq und pr geschnitten wird. Offenbar sind dann die Pdaran 
der Puncto 9, r, #, r die Geraden p{r, g, r', g') , welche f'r' 
in den Pnncten r*, ^ schneiden. Da» System dieser vier 

€ltffade« imd da» ihrer vier Pole bat nacii Nr. 107. dasselbe 
anbanMiiiaebe Verbiitoies, daa beletC ee lat 

also auch nach Nr. 1. 

das heiszt, die vier Geladen pg, jw% j»y, ^ schneiden die 
Geraden qr und g'r' in zwei Systemen von vier Poncten, die 
dasselbe DoppelveriOiltnisz haben. Die sechs Seiten der bei- 
den gegebenen Dreiecke bilden dabor nach Nr. 60. ein Sechs- 
•eit vee Brimmek^n, AMierdeni baben aber die beiden 
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BGschel von je vier Geraden p'(q»r,^,r^ «ml Mf»r,f', r9 
ebenfalls dasselbe anbarroonische Verbftitnisz, so dass nach 
Nr. 59. die secbs Scheitel der eben benOtzten Ureiacke ein 
Sechseck von Patcai*) bilden. Daraus folgt: 

Lehrsatz Vf. Sind %ttei Dreiecke einem Kegelschnitte 
umgeschrieben, so sind sie auch einem tweUen Kegel' 
schrätle eingeschrieben, und umgekehrt. 

Lehrsatz VII. Dajnit %ttei Dreiecke demselben Kegel- 
schnitte conjvgiert sind, ist notuendig aber auch hinrei- 
ckend, das% sie einem andern Kegelschnitte umgesckrieben, 
0dSer einem dbrtiten Kegeleeknitte eingesekrUbem atnd. 

Diese Eigenschaft kann man auch dahin aussprechen, HaNz 
ein Kf^elacbnUt« d«r fünf von den sechs Seiten zweier einem 
ge|[«l»*iM« Kegdschaltt conjagierter Dreiecke beHllirt, ««eh 
die sechste beröhrt, und dasz der Kegelschnitt, welcher dureh 
fGnf der Scheitel die8er Dreiecke geht, auch «laich den «echeten 
beschrieben ist Hieraus folgert eich: 



Lehrsatz VUl. Berührt ein 
Ktgthchnitt die Seiten einea einem xKti- 
ten Kegdackmtt eonjugierte» Dreieckn. 
M wid MM mhegnuslt SSM mnienr 
diuem letzteren conjvgierter Dreiecke 
dem ernten Kepfhchnitte umgeechrieben, 
da» keiäzt, die langenten, tceleke vom 
Alf «MT JsiM nnventt dt» erttm 
KlftUchniaee in Bezug auf den zwei- 
ten an beide Kegelschnitte qelegt irer* 
de» ktitnen, bilden ein harmonitchte 



Lchfbatz Vlir. (Jekt ein Ke- 
geUchnill durch die Scheitel eines einem 
zweiten Kegelschnitte coi^gierten Drei' 
«db, M iet er moeh eiiter to A egre mw tem 
Zahl anderer dem letzten Kegelschnitte 
eonjugierter Dreiecke umgeschrieben, Jas 
keiezt, Jeder Pmct des ertten Kegel- 
edtmU» Mf im Bemig «tttf de» oMäta 
der Pol einer Geraden, weldke die h§^ 
den CWrren m vier karmoaiarkem Am- 
cfrn tchneidet. 



100. Lehrsats tod Heese. Die eiaem Viereek «M 
nmgeschriebenen Kegelschnitte werde« ««eh Nr. 49. von einer 
bellebife« Tra«sTers«le i« Panctepaare« geschDitte«, die eine 



*) Steiner, Sgstematis<Ae Entwickelung der Abhängigkeit geonetrietkrr 
Gestalten von einander. Berlin 1832, 8.308. (Aufe. 46). — Chasles, 
Memoire sur lu lignes conjointes doM les coniquet. (Journ&l de M. Liou- 
etil« as«t 183B, p. 396). 
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Involalioii bildtti. Unter diesen KegekehnUten lünd drei, die 
eae einem Plnar neradcr Linien bestehen; so dasz aUo die 
Paare von Gei^enseiten otf), (ca, bä) (ab, cd) des Viereclis 
die Transversale in sechs Puncten a'y Oi ; b', b^ ; c', C| schnei- 
den, die in Involution stehen*). Werden umgekehrt die Seiten 
eine» Dreieeice äbe von einer Tranevereele in den Panclen 
tf, e* geschnitten, und sind diese Puncte mit den Puncten «|, 
, Cy derselben Transversale in Involution, so schneiden eieli 
die tieraden oa^, 6^4, 0C| in demsclbeu Puncte 4, 

Es sei nun eili Dreieck abc gegeben, deszen Seiten bc, 
eUt ob eine Transversale bezi'iglich in den Puncten a', b', c' 
schneiden; ausserdem sei ein Kegelschnitt gegeben, für h eichen 
die Puncte «ii, dg, C|» die in derselben Transversale liegen, 
die reepeet. cnnjugierten Pole von «f, e* i^d. Unter dienen 
Bedingungen sind nach Nr. 106. die Pnnclepnnre «',41^;^'»^; 
C, Ci in Involution und die Geraden aoi, öbi, cCi gehen folg- 
lich durch denselben Punct d. Setzen wir nun noch voraus, 
dasz a und b die res|>ecUven conjugierten Pole von a' und b' 
muA» M lind und öög besfiglieh die Pelnven der Pnnele «* 
und 00 denn denn ä der Pol der Tmnevenrale Utt. Die Po- 
lare von e* ist daher auch eCi, und die Puncte c und eind 
ebenlalle €onjo|^erte Pole. Wir beben eomit den Sets: 

Lebrents IZ. BUitm EtU^mtneUmmeUr DtagamOen 

aaf und bbi* eines vollstümHgen Vierseilx in Betug auf ei- 
nen gegebenen Kegeischnilt twei Paare conjvgierier Po/e, 
so sind auch die Endpuncte der dritten Diagonale cC con- 
jvgierie Pole ßr dentelken Kegelsekniu**), 

*) Fullen die Puiictc o, 6, c, d p«ara'ei»c xusniuiuca, das hctszt, be* 
rtfaiin ideb die Xcgelsdnltte des Blidiidi in swd Puncton a und ao 
redneieren rieh die beiden Piuirc von Geeratelien des Vierecks auf die Bc> 

r1Shrnn«^schnc ne, als i1:is System zwcior •/n^amTnenfHllcntlcr (icradcn be- 
trachtet. Das dritte Fitar Gegenseiten winl durch die den beiden gegebenen 
Kegelschuittea gemciuschaitUchen Taii^'CDicn gebildet. Fol^ich bcstfannen, 
«ean ein Kegdeebnitt und swd seiner Tangreten von efner Tw ms wfwals 
gesehaitten M-erden, die vier Dorcbschnittspunct^^ eine i|iindrrttisdien Invola- 
tion. deren einer Doppclpunct nuf der Berühniiigbsehnc liegt. 

**) Hesse ^ Im oclo punctis interteetionis trium tvjttrjiciauia »euudi 
urdini». (Dissettatio pro renia legendi), Ilegiooiaati , 1840. p. 17. 

Cr«ai«a«> SIcm Cmmm, \\ 
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110. Reciproke Polaren. DurchliuTt ein Pol eine ge- 
gebene Curve Cm der m-ten Ordnung, die 6 Doppelpuncte und 
X SpiUen bat, so bullt die gerade Polare in Bezug auf den 
FmduMiitalkegeleefciiitt €^ «ine sw«ito Cmre der M-too CImm 
mit 9 Doppeltangenten ond » Weodepaaeten ein* die nadb 
Nr. 108. Mch der Ort der Pole der TangealM von Cm Ist 
D^Me bmdcn Conrea heissen reefftoke Martn, 

«. Pill«, w«mi dt« FM^AMOBtaUirve ans xw»i 
Geraden oder swel Pnncten besteht. 



Im die FnndamcDtalcnnre diu 
■wder Gemdn, «ttt rieh im 

I (cbnetdeo, so gebt die Po* 
larr jcdrs b^liphigen Pnnctes o durch 
I, und sie ist nach Nr. 7S6. der cou- 
jogiote hiew b d i e 8tral von m in 
Btxug aaf das Stralenpa&r, aas denen 
der FondamentalkegclschniU besteht. 
Die Polare de« Paactes t selbst ist 
ab« naeh Kr. 7t. wiliif iwnit , daa 
bfiHt, jade beliebige Oerade der 
Ebene kann als Polare von i aoge- 
•eben werden. Hienuu folgt, dasz 
jede Gorade, iHe düdi i gebt, eine 
— liitiiiMle Zebl Pole bat, die alle 
in elocr sweiten Greraden liegen, die 
gMcbfalla dnrcb i geht, wthrend eine 
Gerade, die niebt dnrcb i geMgen 
tat, mrdtaMD dmdgm Penet ak FM 
ka»*). 



lat die Pnndameuuüeurve C«, als 
Eialifilleade aw k w r fyitwn aagMekoi, 

ein Fttoctepaar o, o', ' su liegt der 
Pol einer jeden Geraden R auf der 
Geraden oo', und der Abschnitt oo' 
wird dardi den Pol and die Polare 
harmonisch geteilt. Der Fol der 
Geraden oo' aber ist nnbestimmt, das 
heilst, jeder Pnnct der Ebene kann 
aU Pol diew r G«nMkn ■ngunBiai ii 
werden. Jeder Paaet dar Geiadn 
i oo' selbst hat also eine nnbegrenste 
Zahl Polaren, die sieb alle in einem 



Im daher eiae Onrre der Mai 
Claase gegeben, als ffinbOllende Ton 
geraden Linien betrachtet so ist ihre 
redproke Polare, das beiaxt der Ort 



„ ete 

anszerhalb oo' gelegener Pnnct nur 
diese eine Oerade no' aelbet aar Po- 
lare hat. 



Irt daber dae Oarve r4«r Ordaaag 

gegeben, fo ist ihre redprokc Polare, 
das beiszt die EinhQllende der Polaren 
ihrer Pnacte, daa SyMem von r Fnn> 



•> Iii dar KcgiMtilt ete BjralMi aweiMr laiMimiahniMili 
ao lldlt dieae die Polare eines beliebigen Punctea der Ebene vor. Ea ist 
klar, dasx in diesem Falle jede Gerade in der Ebene den Kegelschnitt in 
zwei inaamreenf allenden Pnncten acbneidet. Analogea lAsit sieb von einem 
ab 
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16Ö 



dar Pole ihrer Tangenten, das BytHtm 
von r Geraden , die darch t gehen, 
•ad die der Beihe nach die ooiga- 

TaapnleB aind, die owb vm t m 

die gegebene Corre in Bezug auf die 
beiden Geraden, aoa denen Cg be- 
Mdit, legen kavn. 



cten, die sämmtlich mit o und o* ia 
gerader Linie liegen und in Besag 
mui dieee beiden Foncte die eoig^gier- 
ta banDcniiAiB tmm dtrDai^ 
wliBilliy«acte der g e ybw Carw 
nifc der Geraim ee^ lind» 



Carve von Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
dnung. Unter Annahme der links stehenden Voraussetztini; 
ist augenblicklich klar, dasz i der Scheitel eines jeden conju- 
gierten Dreiseits sein wird, und dasz zwei Sdten dieees Drei» 
MÜS mit dm bdden Geradeo, aus denen die FnndnnMntalennm 
bentefc^ ^n harmonisches Stralenbüschel bilden. Ist unigekeirt 
ein g^ebenes Dreiseit einem Kegelschnitte conjugiert, der aus 
dem Syutero zweier Geraden besteht, so niüszen diese sich in 
einem der Eckpuncte schneiden und mit zwei Seiten dieses 
DreiMfta ein kamoniadM« Sltnlnnbanebel bUdeo; epeeMI wird 
«ine jede Seite des Draiaeiln« nie dnn System swcier «■■•■■ 
roenfallender Geraden betrachtet, einen den Dreiseit conjugier* 
ten Kegelschnitt darstellen. Die drei Geraden, welche das Drei» 
seit bilden, enthalten folglich sämmtlicbe Doppeipuncte der 
Kegelscbnitte, welche diesem Dreiseit conjugiert sind, nnd es 
gilt dnber nseb Nr. 92. nnd Nr. 106«. der Sals: 

Lebrsatz 2L Die Curw 90n Hetse eines Ne^*, das 
dlKreft 0e tktem gegekmem BrtUHt €9i4ti9Unen Kegei- 
sckmtite geMUtt wM, Ut «tfesü» MMr Mfb9t. 

HL Recipr oke conisehe Polaren. Dem allgemeinen 
Theorem in Nr. 110. gemäss ist die reciproke Polare eines 
Kegelschnittes K in Bezug auf einen andern Kegelschnitt 
ein dritter Kegelschnitt K'. Die beiden Curven K und JT haben 
dabei die Besiehung unter einander, dasz die Tangenten eines 
Jeden von ihnen die Polaren der Pnnctc der nndem In So» 
Zug auf als Fnndamentalcurve sind. In den vier Pnnelen, 
%velche die Grundcurve mit K gemein hat, wird sie von den 
%ier Tangenten, die sie mit K' gemein hat, berührt, und es 
sind somit nach Nr. 108<<. die drei Kegelschnitte K und jT 
ein nnd demselben Dreiecke conjugiert. 

II» 
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Fortsetzang. Ist A die Polare des Punctes r in Be- 
zug auf K, und sind r* und If heziiglich der Pol und die Po- 
lare von B and r in Bezug auf Cs, eo musz offenbar der 
Pol von JP in Bcrag aaf JT «ein. 

6. Einem Viereck oder Vierecit um* oder oingo- 
schriebene reciproke conigche Polaren. Die gemein- 
scbaftUchen Dnrchscbnittspuncte der beiden Curven AT und K* 
aind in Bezog auf C% die Pole der gemeinscbaftlichcn Tangen- 
ten derad^ Kegdocbnltte. Hieraos folgert sich, daaz, wenn 
mehrere Kegelschnitte ein und demeHien Vleredc angesebrie* 
ben sind, ihre reciprolcen Polaren ein und demselben Vierseit 
eingeschrieben sein werden, und da die ersten Kegelschnitte 
von einer beliebigen Transversale in Punctepaaren , die in In- 
volodon etohen, geecbnltlen worden, so stehen auch die Stra- 
lee|MUiro, die mtm von oinem beliobigeii Penete an die einem 
Viereeit eingeeehrtebenen Kegelachnitte logen kann, in Invo- 
lution. 

c. Zahl der Kogelschbitte, far welche zwei ge- 
gebene Kogeleebnitte roelprobe Polaren darotollen. 

Sind die beiden Kegelschnitte JT und ü'tfjw^iwf gogeb«n,«cbnd- 
den sich dieselben in den Puncten a, b, c, d und haben sie 
die geraeinschaftüchen Tangenten A, B, C, D, so musz der Ke- 
gelschnitt, io Bezug auf den K und K" reciproke Polaren vor- 
stellen, neeb Nr. 11 J. dem Drolocko eonjngiert sein, das durch 
die Diagonalponcte des Vierecks sM nnd dnrcb die Diagona- 
len de« VierseitK ABCD gebildet wird (m. s. Nr. lOBc). Um 
diesen Kegelschnitt vollständig zu bestimmen, genflgt es nach 
Nr. 106/: die Bedingung hinzuzufügen, dasz der Punct a in Be- 
sng aar ibn der Pol einer der vier Geraden A, B, C» D sei. 
Hienns folgC: 

LehrsatzXl. Ea ffibt stets vier Kegelschfdtte, in Be%ug 
mit weMe mtH i^^ebmte KegeUdMUe rtdjprüke Maren 

d. Dreieclie die einem Kegelschnitte conjugiert 
und einem zweiten ein- oder umgeschrieben sind. 
Es seien tvrei Kegelsebaitte JT und JT gegeben, von denen der 
erste einem dem svroiten conjngierten IMeeke pft nrngescbiie» 



Nr. llU~llle.] Thnri» der Mrai. |55 

ben sei. Ist ein Kegelschnitt, in Bezii^ auf welchen die 
gegebenen reciproke Polaren vorstellen, und sind die Geraden 
P, Q, M di« Polaran der PoncCe ^ , r te B«taf auf C^. so 
wird das Dreiseil PQR dem Kegelschnitt M' «ngMcliriebtii Mhi. 

Das Dreieck pgr ist aber dem Kegelschnitt JP conjugiert vor- 
aasgesetzt, und es musz folglich nach a. das Dreiseit PQX 
den Kegelschnitte K conjugiert sein. Das gibt auch : 

Lehrsatz \ II. Ist ein Kegeltchnilt einem Dreieck um- 
geschrieben^ das einem weiten Kegetachnitte conjugiert 
Ut, 90 itt gleiclaeitig dieser »weite Kegelschnitt einem dem 
tntem Ke§ei§ekniti cM^visrAni DtHmU th^uekrMM, 
und mmgeMri*). 

Ndimen wir noch RlIciMieit auf den doppelten Ausdruck 
dM Satie« in Nr. 106^., «o bnbcn wir: 

Lehrsntx XIII. Ut eim KegeUehrnttt t^mm m-eiseU ein- 
getd&Men, das eHum wpetten EegOteksiitte eet^fugieN 

ist, oder auch einem diesem Kegelscknüte confugierten 
Dreieck umgeschrieben, so ist die reciproke Polare des 
weiten Kegeischmtles in Be%ug auf den ersten die Ein- 
kaUmsi» ttner tftnään, weiche die beiden KegeUchmUU 
äarmmdfek sekneidet, wid dfe reetpnke HUare det €rHe» 
Kegelseknltis Hl Betug auf dem tsweiien ist der Ort der 
Puncte, ton denen die Tangenten an die gegebenen beiden 
KegelsekniUe ein harmonisches StraienMeeAei bilden. 

Kegvlscimitte, d«r«n Tangenten snrei gegebene 
Kegelschnitte in harmeniaeben Puocten ecbnelden. 

Unter der Annahme, es seien zwei Kegelechnitte K und JT ge> 
geben, etellen wir die folgenden aUgemeinen Au%aben**): 

Welches ist die Einhüllcmlc citict i Wo» ist der Ort der Puncte. durch 



Geraden, die xwci gegebene Kegcl- 
s chnitte in vier hamionischen Functen 
sdaeidd? Wieviel Gcride. die dieie 

Eigenschaft hesiUcn, ;;chcn darch ei- 
nen beliebigen Punct, i. B. dardi 



welche rann ein harmonische* Tan- 
gcntcubüftcbcl an zuci gegebene Ke- 
gelicbnitfeB legen kann? Wieviel 
Fuuctc, die lUeec Eij^enechaft bcfitMn^ 
gibt CS auf einer beliebigen Qcmden, 



*) Httte, VorlemiHgm Oer taaff/tiiett Gwmitne du» Rsmmes, Lcipsig, 
Teubner 1861. S. 715. 

**) r. Staudt. Uther die Omien oeeiter OfdimMg. NflniberR ISÜi. 8. i5. 
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•icr vier gemeiiucbaiüicbeo l>urcb- 



Dsait «in« imA a t«MffM» Q«- 

rade K ud K' in vier hannoniscben 
Pttncwn Rchncidct, raQsaen drei der- 
selben mit a ziuMBmenfalleo, du 
beiirt, die «indgea Tintemen, die 
mui dnrch a an die geenditB Knlill- 
lendc legen kann, sind die beiden 
GcndcOt welcfae ia dieeem Fnnete den 



Die Kfnhanead« M 

KegeUchnitt F, der die acht Geraden 
bcrfthrt, welche die Tangenten der bei- 
den g^d>eBen Kegelschnitte in den 



nach Nr. III. die Tier, welche K' be- 
rühren, gleichzeitig Tarpenten der 
reeiproken coniacben Polare ii von 
K in Ben« mf JT', and ee aiad 
aUo die Kegelicbtftta K', H, F dem- 
HelbcnVicraeit eingeschrieben. Schnei- 
dei also dne Tangente von die 
nidit gW e h w ili g «iae eolelie toa K* 
iet| K mid JT* in baniwnisdien Pnn- 
«^en . 5o fallen die Ke^lxchnitte H 
und F sasanunen. Dies geechidrt 
jb B. WM& dL, sobald K elMM JE* 




s. B. auf einer der geueiiuchaftlichen 
TMM wlea D An Mdn 



Die eindgea P ni>wiMl lli | w uMiiu 

der Geraden Ä mit dem Orte, den 
wir bestimmen wollen, sind offenbar 
die Foncte, in denen diese Gerade 

Kegelschnitte berührt. Der gerachte 
Ort ist daher ein Kegelschnitt F', 
der durch die acht Fancte gebt, in 
die gegebeoM Kegdeefcnlitii 

||,IMillilWI<Mfl11f1HB TiM- 

berihrt 



rcn die vier, welche anf K liegen, 
anch der reeiproken conischen Polare 
H' von K' in Besag anf K an, das 
bdnt, die K ^el s e ta dtte K, B% F 
gehören tu ein und demselben Cw* 
venbAscheL Ist nnn ein Panct von 
Jf, der nicht anch anf K liegt, Mit- 
telpnnel eines Inmoidadiea Tengea« 
tenbOschds an K und K', so fallen 
die Kegelschnitte J? und P in einen 
einsigen sasanunen. Dies geschiebt 
I.B. BMh dl, MteU.K>dMtt nJT 



kt dB K«g0bebBitt, fUr den E md JT reeiproke Pol»* 

reo sind, so sind offenbar die Kegelschnitte #* und F*» so wt« 
ebeiM« H and H' io Besag anf C% ebeefidle reeiproke Polateii. 



f, Dreieck«, die einen Kegeleeknitte conjugiert 
■■d Oleen eedern ein- oder «ngeacbriekee eind. 
Fortsetzung. E« seien JT, JT, JT' drei eie eed demeeibee 
Viereck ßlM amgeeekriekeBO KegeleebeiMe, end ee eelee 



Mr. llle—lllM«.] mork Ar PUarm, Itfi 

•■Merdem die beiden ersten besflglicli xnei Dreiecicen nmge* 
Mbffi«b«i» ih beide deneelbee KegeleciBitCe C% eonjugieit eied. 
Unter dieeen Voraoeselimfen w'erden die redpreken eeeleeben 

Peleren ff, ff; B" der ersten Kegelschnitte in Bezug auf C% 
nach b. sämmrlicb von den Geraden A» B, C, D, den Polaren 
der Puncte a, ö, c, d io Besag auf C%, berflbrt irerden. Die 
Gerade Ä eelAeMet daher aaeh A aewel die beUea Kegel- 
eehniMe €% aad JT, ale die bcidea andern aad f hi banno- 
niaehen Pancten, das heiaat» die Dorchschnittspuncte ven A aad 
(\ sind die Doppelpuncte der quadratisclien Involution, irelche 
durch die iCegelscbnitte des Bflschels (K/C) au( A bestimmt 
wird. A schneidet deshalb auch Cf und K" in barmoniachen 
Paaetea, vad e« Mgt eearit nach e.t 

Lehraats XIV. JSinä m »»et KegeUchmlten je em ei' 
mm gegebenen KegeUekaittt coi\jugieri§e ünieeä ektge» 
weMebem, 99 Ui auek Jeäer mnäere XegeMtdtt, 4» 

durch die gemeinschaftlichen DurchscknÜtspunete der 
ersten beiden beschrieben ist, einem dem gegebenen JJr* 
geiscAnifte confugierten Dreiecke mmgescArieben, 

IHM». Cwrveareibea «weiter Ördaung. Uater den 
Kegeteebaltleo, die dareb vier Paacte m, €, 4 beechriebem 

sind, gibt es nach Nr. 49. ueei, welche eine Gerade L berühren» 
und es bilden daher die Kegelschnitte, welche durch drei Pancte 
a, ö, c gehen and eine gegebene Gerade L berObrea, eine ReUie 
vom Index 2. 

Unter den Kegelschnitten dieser Reihe gibt ea nach Nr. 8S. 
vier die eine andere Gerade jtf berühren. Die Kegelschnitte 
daher, die, durch xwei Pancte a und 6 beachrieben, swei ge* 
Itebeae Gerade L aad Jf berflbrea, bUdea eiae Beilbe veai la* 
dex 4. Die Puncte n, b and die, la denen ab die Geraden 
L und M schneidet, hestininien eine «quadratische Involotion, 
deren Doppelpuncte durch f und f bezeichnet werden mSgen. 
In ihnen schneiden sich nach Nr. 109., Anmerkung 1. die Be* 
ribraagaaeliaea aller Kegelschnitte der Reilie nit den geroeia* 
aehaftilebea Taageetea L aad M. Seil die Berttraageeeiiae 
dareb f geben, und der Kegeiacbnitt durch einen dritten Panct 
c, 80 gibt es zwei Auflüaangen der Aufgabe, die durch die 
Doppelpuncte der andern iarolutiea iadividualiaiert werden. 
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tvciche die Functe a, c mit den gemeiii«chartlichen Durch* 
iicbiiittj<|)u liefen dw Geraden «e «nd der Tangenten L und Jf 
bilden *). Die erwllmte Reibe KegeUchnitte vom Index 4 ser» 
fillit also In zwei verschiedene lieiheo, jede vom Index 2, ent- 
(iprechend den beiden Huscheln Beriihrungssehnen, die sich in 
f oder in f schneiden •*). Üi« geraden Polaren eine» beliebi- 
}{en Punctes 0 in Bezug nnf die Kegelachnitte einer beliebigen 
der beiden eben erwihnten Reihen bilden eine neae Reibe veni 
Index 3. Da die Reihe Kegeleehnitte nnd die Reihe von (le- 
mden projectiviach sind, so erzeugen sie nach Nr. 83. durch die 
j»et»en.*»eitis»en l)ur(*hschnitts|)oncte ihrer homologen Elemente 
eine Curve sechster Ordnung, die nach Nr. 85. der Ort der Be- 
rfilirungspuncte zwischen den Geraden, welche dnrdi o geben, 
und den Kegelechnitlen der Reihe ist. Dieser Ort Ist eher 
nos einer Curve der vierten Ordnang und aus der zweimal ge- 
nommenen Geraden aö zusammengesetzt. Ist nämlich m ein 
Punct von aö, so lührt jeder der beiden Kesjelschnitte der Reihe, 
die durch m geben, auf das System zweier mit aö zusammen- 
fdiender Gereden» und nemlt irlrd dieselbe von der Gemden 
om in sirel mit m sneenNBenfeMenden Pnncten gesebnitlen. Der 
Punct Hl zilhit also »weimai als BerOhrungspunct zwischen den 
Geraden, welche von O ausgehen, und den Kegelschnitten der 
Reihen vom Index 2, die wir betrachten. Die Curve der vier- 
ten Ordnung geht zweimal darch 0, nnd es musz daher eine 
beliebig dureh o gesogene Gersde N nach Nr. 85. neeb sfrei 
Kegeleehnitte der Reihe in andern Puncten berihren, und dem- 
uemÜNZ auch noch zwei Kegelschnitte der zweiten Reihe. Es 
gibt siomit vier Kegelschnitte, die drei «gegebene Gerade L, 
Mt .V berühren und durch zwei gegebene Punctc aund ö geben. 

Aus dem I^etzteii rolc;t, das/, die Ke^relsclinitte, die durch 
einen Punct a beschrieben sind und von drei Geraden L, M» W 

•) Salmon, Jmtflmie Otomtlnt dar K^tbehutU, dbattel bmarkeiUt 

toH H'. rierflrr. Lcipxig, Teahncr, 1860, S. 309 ond 589. 

Gehl die Gcrndc ad xlnrch den Punct LM, so fllllt einer der Puncte 
./../'' mit diesem zuMunmcu. so dnsx also nur eine Reibe KegelsdiDitte vom 
Indes S Ikbrig bMbt die dcni aadcm Fnnels caUpricht, der nit XJf saiaa- 
men da» Scgntcnt ab ImraMMiiidi teilt. Das bciiit» gdit Ut Gerade eb dnrdi 

•len Punct L^^, so pbt es nur T.wci wirkliche Kegelschnitte, die durch die 
Punctc a uitd b gehen, und «tic Geraden M und eine dritte jS> ber&brcn. 



». I11(m>— 1116»«.] 



Ikeork der I^dtar*»* 



m 



bwOhit werdea «Im IMIm vom bd«x 4 bMtinniM. Die g«n- 
dM PtlartB «Im* PmmIm € ersengen. «ine «Ml«r« Kflibe von 
demMlben Index, ond die beiden Reihen erwtngnk, da «ie pro* 

jectivisch 8ind, einen Ort der zwölften Ordnan)^, der sich aber 
in eine Curve der sechsten Ordnung und in die drei Gradeo 
a(ifiV). aiN'Lh a{L'M)* jede doppelt gesihlt, aaflSat Darcb 
m Kalken aSmlieh, wana daraetlie ^a Penct dieaar Garadm, 
z. B. a{MN) ist, nur ztrei wirkliche Kegelschnitte« jeder dar 
beiden anderen fällt mit der alp das System zneier zasamroen» 
fallender Geraden aufzufassenden Geraden a{MN) zusammen. 
Die Curve sechster Ordnunc geht viermal durch it und eine 
beliebig durch diesen Panct gezogene Gerada B liarflfart daher 
ia aadam Panelaa aaeh a«rel Kajjeladbaltte dar Reihe. Durch 
einen gegebenen Panct gehen also aar MPff Kagetachaltte» 
irelcbe vier gerade Linien berühren. 

Hieraus folgt, da<<z die Kegelschnitte, «velche vier gege> 
bene Gerade L, M, N, H berühren, eine Heihe vom Index 2 bil* 
den. Da dieselbe mit einer zweiten, durch die geraden Polaren 
ainaa Panelaa • gablldataa Reihe vaa daaMalban ladex pra- 
jectivisch iat, aa araaagan die anfapiaehaadaa EleaMnta elaan 
Ort der sechsten Ordaoag, der aus einem Orte dritter Ofdaaag 
ond aus den drei Diagonalen des Vierseits LMNH znsanmen- 
gesetzt ist. Ist nämlich m ein Punct einer der Diagonalen, so 
ist von den beiden Kegelschnitten der Reihe, die durch m geben, 
nur rta einziger wirklich eia Kagdaehaitt Der aadera radtt" 
ciart sich auf die Diagonale selbst, als System zweier zssam- 
menfallender Geraden betrachtet. Die Curve der dritten Ord- 
nung geht zweimal durch n , und eine beliebig durch diesen 
Punct gezogene Gerade berührt daher in andern Pnncten noch 
aiaaa Kegelacbaitt dar Reibe. Es gibt also nur noch einen 
eiasigan Kegelacbaltt, der l&nf gegebaae Garada barObrt 

a. Zahl der Kegelschnitte, die fünf gegebenen 
Bedingungen genügen. Wir wollen jetzt die Zahl der Ke- 
gelschnitte zu bestimmen suchen, welche fünf gegebenen Be- 
diogangen genügen (durch gegebene Pancte geben nad gegebena 
Curven berühren *)). Ich wiederbela «aeiat dia fatgaada acbaa 
In Mr. 87. baarieaaaa Eigeaaebaft: 



*) Diese Cui'ven «lenken wir ans io ihrer be»timiDten ürdnoag voUsUu- 
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Theorem 1. Wetm m' KegeUehtdtte einer Reihe von 
hegtieMUm M» imtex u eine beUebige Gerade öeriUk- 

Oarpe der M«l»a Orämmi iT i t r wt. 

Die Zaiil tot mich Nr. 8S. in AllgeBeineD gleieb Sn, ater 
nie IcMi eioe Ternlndening erlehreii, ween wir Ten des Ke- 

gdeeliBitten, welche rüe Aufgabe lOsen, die Systeme von su- 
sainmenfalleDden Geraden, die in beMimraten Ffillen diese bil- 
den, abrechnen. Dies kann offenbar nicht eintreten, wenn die 
Kegelschnitte der Reihe durch vier oder drei gegebene Puncte 
geben ninra. De wir dao für ein KngdacbnittbiMiMl afs=], 
m's8 2 kaimiy te geltt äa» Theeran 1. Sbnr ins 

Thenrem II. £r ftffti iK« -|- 1) KegeitetmlUd, dieditrdk 
Her fimeie §eliem mild eilte teg^eme Odrve w4er Ordmm§ 
ftirMr>ii- 

Dne beisst nnn, dto Kegeiecbnilte, welcbe dnreh drei ge> 

gebene Puncte gehen und eine Cnrve n-ter Ordnung berabren, 
bilden eine Reibe vom Index »(n-f-l), and.es gibt also 2n(ii^l), 
die eine gegebene Gerade berflbren. Aue demeelben Theo- 
rem I. ergibt sich demnach: 

Theorem III. Es gibt n.n,(n^ l)(ni + I) KegeUchniUe, 
die durch drei gegelfene Puncte gehen und vwei gegebene 
Gii'ven VOM der Ordnung n md Hi beiiU^ren» 

Wir Mrissen, dasx die Kegelschnitte, welche durch xvrei 
gegebene Pnnrte gehen and swei gegebene Ctottde herttbien, 
eine ReÜM vom Inüdei 4 bilden, in der ee Tier Kegeleehnitte 
gibt, die eine dritte Gerade berihren, wenden wir nan das 
Tbeereoi 1. an, ao entsteht : 

Theorem IV. Es gibt in* KegeUeknitte, welche durch 
UDCi gegebene Puncte gehen, und ueei gegebene Gerade, 
so u>ie eine ebenfalls gegebene Curve n-ter Ordnung be- 
rühren. 

Aus dem Tbeoren III. folgert «ich» daas die Kegelschnitte, 



dig aUftenia, das hslMt, ohne Jedse ^«IfcflhSD Pnel, ud ■■s iw d m sewol 
anter neb, als von doD aedsra g cgs h snsn Daten dsr tttg^ TaUMad^ «B' 
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wdehe dv«h sirti PiiBete gebes vmä «Im Ci«ni4e nd «Im 
Cur?« ii-tor Ordmni MArM, «in» lUib» tob Mos SaCu-f-l) 

bilden, in der nach Theorem IV. in* Kegelschnitte exiatierM» 
die eiM siraittt Gende beffdbMB. FolgMcb gibt Tkmtmm I.: 

Theorem V. A '2fi.ii,(fi.ii| -f fi-|-«| — 1) Keffeh 

MCkniUe, die durch %wei gegebene Puncte gehen und efn§ 
gegebene Gerade, sowie %icei ge$€^eme Citrven VOH ätm 

Ordnungen n und Ui berühren. 

Diese Zahl ist genaa gleich 2n.fl4(ii-|-I)(fi|-f 1) weniger 4».ii|. 

Die Theoreme III. und V. geben die Zahlen m oed m' flir 
die Reihe der Kegelschnitte, welche durch zwei Pancte gehen, 
und zwei gegebene Currea berühren. Folglich gibt da« Theo- 
leni !•* 

Theorem Vi. Et gibt 
i».iii.%(ii.«i.Nf|-(».fii -|-ii|.iit'|'i»*<i)*l'(<i<l'% 31 

Sit§et9eludiU, iU dank mmI gegtkeme Pmeit §§ktm mmi 
drei f§fe§tmB Oarwem dm Ordmuiitm % % 

Indem wir daeeelhe Theorem 1. eaf die Reihe vem Indes 4 

der Kegelschnitte anwenden, welche durch einen gegebenen 
Panct gohen und drei gegebene Gerade • berühren, von der 
wir wissen, dass sie je zwei Kegelschnitte enthilt» die eine 
irieite Gerade berflbren, so entsteht: 

Theorem VII. E* gibt 2n(2n — I) KegeUchmlte , die 
durch einen gegebenen Funct gehen und drei gegebene 
Üenäd, domie dtne gegebeme Odrwd dtr «-Um Ordnung 
bdrUhfdtt» 

Die Theoreme IV. und VII. ergeben die Zahlen m und m' 
in Besag evf die Reilie Kegelschnitte, die dorch einen gege- 
benen Pnnct geben, nnd swel gegebene Gerade und eine ge> 
gebene Cnrve herOhrea. Daimr ist nach Thenrem Lt 

Theorem Vm. JBr fii#9ii.«,(te.% JTipaMnAft^ 
die durch eimem f§ge&§ngm Pumet gehen, und %ieei fifw- 
beme Oer ade, sovH^ %wei ebenfaUe gegehem Omwdm. der 
n-tem und «i-Im Ordnung herühmu 
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Aulof^ erUlt man «m den Tbeoranen V. «nd VULi 

Theorem IX. Es gibt 

t2». fH .% l ».«1 .»s-f («.% -I- % • «1 -f «t) 1 

Meffeisekwttte, die durch einen gegebenen Punct geke», 
und eine gegebene Gerade, sowie drei §€§^€»e Cknen 
von den Ordnungen n, ni, n% berühren. 

Eb«BM Mtotokt MB den Tkeomw VL «nd IX.: 

Tbeerew X. E» ftkt 

»• I *»• «1 «»+('»1 •'»i-"3 +«»• «3 • n + «3 • »1 . n+i»! .ii,.n) \ 

— 3(n + iH+ii, + iis)+3 I 

Kegelschnitte, die durch einen gegebenen Punct gehen, 
und vier gegebene Curven von den Ordnungen Ui, 
n% berBkreiu 

I>as Theorem IX. zeigt, dasz für die Reihe KegeUchiiitte, 
welche durch einen Punct gehen und drei Curven berdbren, 
der rvdmierte Wert von m' gleich 

2m — n . fi| .n^{in -f- 4fi| + 4%— 6) 

ist. Diese Reduction entsteht zum Teil durch die Tangenten 
der gegebenen Curven, die sich in dem gegebenen Pnncte 
schneiden, und zum Teil durch die zu zwei und zwei genoro* 
■Men Geraden, welche dieeen Pnnct mit den Durcb«cbnitts- 
peeetea dieaer Cenrea verUadea. 

Wenn eme Gerade, die durch den gegebenen Punct so ge* 
aegea iai, daas aie eine der drei Cnrren berflhrl, die beiden 
andern in a und b schneidet, so zählt daa Se ga ie a t Vir 
vier Kegelschnitte der Reibe, welche durch eiaen beliebigen 
Punct d ieser Geraden gehen. Wenn andererseits eine durch 
den gegebenen Punct nach einem Ourcbscbnittspunct a geso- 
gene Gerade die dritte Cnrve in k acbaeidet, ao ist das Seg- 
aenk der Ort fBr wmtt Kegetoebnltte der Bcibe, die dorcb 
einen beliebigen Pnnct derselben Geraden geben. Die Ge- 
nammtzabl der ersten Abschnitte ist n.n, .n,(ii4-ii, -f n, — 3), 
die der zweiten 3«.%.«^, und es ist folglich daa Vierfache 



Mr. 111 6wa.J nmm dtr Man». |7S 

4er «ntM M plM dwm DoppallM dw air«il«i die Zahl, am 
waldM ma 2m veralBden mun, wn m* m erfcdtM. 

Die Reihe der KegeUcbnitte, irelelM viw gefbeDe G«ndle 

berObreii, ist vom Index 2, und unter ibnen gibt e« Immer nur 
eiDen. welcher eine fünfte Gerade berOhrt. Folglich «atotolit: 
Theorem XI. Es gibt ii<2n - 1 ) KegeUekmttte . WßUke 

vier gegebene Gerade imtf eine gegebene Cm9e äer m-4em 

Orämmg bermurem. 

Die Theoreme VII. und XI. gebes: 
Tbeortm XII. Et gm 

XegeUekmUte, weteke drei gegekeme Oermäe und WMi 99- 
gebeme Ourpem 90m dem O rdmu i gem mmtdmt »dfmrmt, 

Aailog MhlieMt um «m dM TbeofMMii VUL and XII.: 
TbaoreM XIII. Ee gibt 

Kegeiecknüte, weicäe moei gegebene Gerade mnd drei ge- 
gebene Ogree» mm ddn Ordmtngen n, n^, berühren, 

Aue den Theoremen IX. und XIII. folgt: 
Theorem XIV. Es gibt 

II . % . tt, . 1 2» . fi, . fi. . 1^ 4- 2(% . % . ^ — S(« . «H -f «..) -f 3 1 
Kegelschnitte , welche eine gegebene Oermde und vier ge~ 
gebene Curven vbn den Ordmmgenn, %, % beräärtn. 

Endlich iffgibt eieb tot dM TbMWMMn X. and XIV.: 
. TheoreM XV. Ee gibt 

fl.fi|.ii,.fH.n4|n.n, n^.n^.n^^ (ni .n^.ftj.n« (-....)} 
+ (« «i . fi, + ....)- 3(11 . «i + ....) + 3(« f ....) 1 

KegeUchnitte, welche pknf gegebene Cwwen 99n den Ord' 
mungen n, ni, n^, n,, berühren. ^ 

Das Theorem XIV. zeii;t, dasz die Differenz zMischcn *2m 
und m' fOr die Kegetsehnittreihe, die vier gegebene <-urTeii von 
den Ordnungen n, r,, n^, itj biTilhrt, gleich i«t 
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« . »1 . «a . «Ii 1 4(1» . % -f . . . . ) — 6(fi -|- . . . .) -f 3 ) . 

Diese Redoction entsteht teile dorch die Tangenten, die 
sirei dieser Carren gemeinechaftiich sind, teile durch die Tan* 
gentm, Ae man von den ge»einsebnflllclien Pnneten swtitr 

Cnnren an eine der fibrigen ziehen kann, teils durch die Dia- 
ffOnalen des Systems, das heiszt dnrch die Geraden, welche die 
Durchscbuittspnncte zweier Corren mit den DnrcbechmUepno- 
cten zweier anderer verbinden. 

Schneidet eine Gerade, die z\vei Corven berührt, die beiden 
andern bezüglich in a und b, so zählt der Abschnitt ab für vier 
unter den KegeUcbnitten der Reibe, welche aus zwei Punctea 
bestehen. -> Zieht nm dnrch einen gemefonehefUlcben Dnrch- 
schnittspunet n sweier Cnrren mne Tengeate sn die dritte» 
«reiche die vierte in b sehneidet, so sählt das Segment ab filr 
uitei unter den Kegelschnitten der Reihe, die ans zwei Punctea 
besteben. — Verbindet man endlich einen gemeinsamen üurch- 
sdmittspnnct « sweier Cnrven mit einem gemeinschaniicheo 
Dnreimehnittepnnet b der nodern beiden Cnrren, ee stellt doe 
Segment tib einen Kegelschnitt der Reihe vor, der aus zwei 
Pnneten besteht. Die Partialreductionen also, die durch die 
gemeinechaftUchen Tangenten, durch die durch die Durch- 
eeknittspuftcte gezogenen Tangenten und durch die JMagomUen 
entstehen, sind der Reihe nach 

4«.«i .n,.na{(n.ni -i-....) — 3(n-|-....)-f-6|, 
6n.ni •'»2-n3t('» + '-««)— 4|, 
3n. ni .n%. n^. 

Entsprechend erhält man in der Reihe Kegelschnitte, welche 
vier Carven herabren, folgende KegelschnUte die einen Oeppel« 

pnnct haben. 

I. Zieht man von einem gemeinsamen Dnrchschnittspuncte 
zweier Cnrven eine Tangente an die dritte und zugleich eine 
an die vierte Curve, so bilden diese zwei Tangenten einen Ke- 
gelschnitt, der lÜr Her Cnnren der Reibe gilt, die einen Dop- 
pcipnnet hahb«. 

% Trifft eine gemeinschafUiche Tangente zweier Carven die 
dritte in einem Pencte, und zieht man vos diesem eine Tangente 



Hr. lllMf^llt] 
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«I 41« vkffta^ M «ibUt MM ata O n iw pw, fir «Ml 
KfliMMkattta 4« lUiU Kitt, 4ta «toM 0«ppdpnct M«b. 

3. Etae geMiotcbaftUch« Tmngenle sweier CarTen und 
da« sdeha dar Mda« andaro bUden aaMaiaian «iaaii Kagal- 
aciaitt dar Rafta^ dar aiaaa Poppdpaact Im!*). 

^ 19. 

lB«tm«HM «Ich BMk dMi kcaÜMtCM Caaitoa 

119. Darcb ainan Paaet ataa Garada sa lagaa, 

welche in ihm die Polare eines beliebigen ihrer 
Puncto berObrt. Indem wir den allgememen Fall einer Fun* 
damentaicurve Cm einer beliebigen Ordnung n wieder aufneb- 
roeo, suchen wir durch einen gegebenen Punct p eine Gerade 
an lagsB, waldM in diaaam Paneto dia arala Falara alaaa ba- 
HablRaa Pnnclaa • daiaalbaa Garadan bardbrC**). 

Dte Pala aHar aiataa Palavan, dla darcfc p gahaa, liaiaa 

auf der garaden Polare dieses Panctes. Soll p auszerdem der 
Berflhrongsponct der «rnt^n Polare mit einer durch den Pol 
O gelegten Tangente sein, so musi auch die zweite Polare 
nach Nr. 70. durch p geben, so dasz 0 einer der Durchschnitts* 
puocta dar neradaa Palara ndt dar caniadMa Palara van p aata 
■aai. Daa Maat» pommtm dta Taagaala dar caalaabaa Palara 
van p aata. 

Die Geradan, waldia dta AaljpAa I8aan, aind daher dia 

beiden Tangenten, die nan von p aas an die conische Polare 
dieses Puoctes legen kann, adar aadi nach Nr. flOe. dta btäh 
ealricen des Panctea p. 

*) Die Thflorasie IL— ZV. sind icbon von Ckatlt$, aW ohne B«. 
weil, in eioer Miner neuesten Mittcilangen an die Pariser Akademie (Comptes 
ninilat, l*' f^vrier 1864) ftofgestelit worden. Ich schiii«ichl« nir, dajs die 

•ebon diMMgatan «ad dar la Miaa Bande de« CrtlU-BorekardttAm 
JonmaU von meinrai gelehrten Vinsade» Hwra Bitcko// im JfiacAaa, 
•a%c«tellten Formel beitebt 

**) CUbtek, ».0.0. S.S0O— sa». 
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a. Einhüllende der Verbiodungegermden der ent' 
sprechenden Puncto der Cnrven vee Heeee un6 8tei> 
ner. let p eie Pmct der Cnrre von ffgste, ee beeteht eeiee 

conische Polare aus einem Paar gereder Linien, die sieh in 
dem entsprechenden Puncte o der Curve von Steiner schnei- 
den, durch welchen auch die gerade Polare von p hindurch- 
geht. Die Puncte dieser Geraden sind Pole vuu ebensovielcn 
eretee Pofamn, die dnrch p gehen« and nach Nr. fiO«. in dieeeoi 
Pnnete eine geneinedMlIliehe Tangente haben, die folglich die 
ehM IndHcntrii des Punctes p darstellt. Aber beide lndicetii> 
cen von p sind nach Nr. 90c. In der Gereden |M vereinigt, folg* 
lieh gilt nach Nr. 986. der Satz: 

Lehrsatz I . Die Oerade, welche einen Funct der CStrve 
vom Hesse mit dem entpreckenden Puncte der Curve 
00m Steiner verUndet, berührt in dem ereteren Functe 

Deeheih kenn die Om der 3(i»--])(«i— 2)-ten Clenee^ nini- 
lleh die EinhOllende der genelneehalUiehen Tengenten In den 

BerQhrungspancten der ersten Polaren nach Nr. 91#. auch als 

die Einhütlende der Geraden definiert werden, welche {m. s. 
Nr. 9S6.) die entsprechenden Puncte der Curven von Hesse 
und Steiner mit einander verbinden. 

b. Zahl der Puncto einer Geraden, fär die diese 
selbst eine lodicatrix ist. In einer gegebenen Geraden R 
existieren 2(n — 2) Puncte, von denen ein beliebiger, etwa 0, 
der Pol einer eiaten Polare ist, die naeh Nr. lOSe. die Gerade 
Jl hl einen Pnnete p bertthrt; den gibt: 

Lehreats II. in einer beliebigen Geraden gibt es im' 
mor S(ii~8) nmeto, ßr tMleie dtaw 0ermdo oolM Olm 

let Jl eine Tangente der Fundeaentelcurrr, eo elod hn Be< 
rahrungsponcte swei Penele • nnd die lieiden enteprecbeoden 
Paacte p verelaigt 

113. Ort der Puncto, deeaen Indieatrieen dnreh 
einen feeten Panct Rohen. Was iet der l>rt dneo Pua- 
etee p, wenn eine eeiner b^en Indieatrieen dereb einen feeten 
Pnnct i gehtf 



Nr. llSa~ll3.] IImtm der Mamt, |77 

In jwkr toadM, wdeli« dm Pwct I enthilt, gibt «• «aeb 
Nr.ltSft. 9(il»3) Las«ii dM PimdM «i^ ' reptiMBlicrt 
Mck Sfrei weitere solche Pnncte p, die dea beiden Indicatricen 
dieses Punctes selbst entsprechen. Der gemwhte Ort Ist da^ 
her eiae Carre Ifi der Ordnung 

«(•-?)+a«a(«-i) 

die swateaT dnreh i gabt. 

Betrachten rv'n eine Tangente der Grundcurve» so sind 
im BerOhmagspuBcte swei Puncto p vereinigt. Die Curve 
. barObrt dabar €k in daa «(«—]) BaribringsponeftaB dar Taa- 
gaatea, dia ma Tan # aaa an diaaaiba lagan iMan. 

NinunC dar Pal • dia Stella Tao i ein, ao sind nach Nr. 113. 
dia (ü— SO DarebaebnlttspnaaCa dar arslan and awaitan 

Polare von i ebeasoviele Lagen dea Pnactes liegt uroge> 
kehrt p in der zweiten Polare von /, ao geht die coniscbe Po- 
lare von p durch i. Der Punct i musz aber in einer Tangente 
liegen» die von p an die conische Polare dieses Punctes selbst 
gaiogaa lat, aa daaa alao ancb die gerada Palara van p dareb 
i geht, und demzufolge p in der ersten Polara von i lltgL Dlaae 
(n— 1)(n — 2) Puncte sind aber die einaiffen, weiche die Curra 
I/* mit der zweiten Polare von / gemein hat, woraus sich er- 
gibt» dasz die beiden Carveo sich in allen diesen Puncten be- 
rflbran. ¥91r acbliaaaaa alaa ana Allem, daaa die Cunra I/^ dia 
Faadamantalearva and dia swaiCa Palare van t in allen Paaatea, 
dia aia mit ibaan genaln bat, barObrt, and daaa dia 

•(•-.1) + (ii-lXii-2) = 2(n- !)• 

Berübrungapunete alle in der ernten Polare von i liegen. 

Da die erste Polare von 4 aweimal genommen als eine 
Corre der 2(n — l)-ten Ordnung aufgefaszt werden kann, und 
die Pundamentalcarve und die zweite Polare von i zusammen» 
genommen ebenfalls eine Curve der 2(n — l)-ten Ordnung bil» 
dan, aa baan man nach llr.41. dareb die 9{n—i]^ Panete^ in 
danan dia einte Paiare vaa I d nnd die aweite Palara aabnaMal; 
ein Cnrvenbfischel der 3(n — l)-ten Ordnnng bindnrehlegen, 
deszen einzelne Carven die Fun<famentalcurve nnd die zweite 
Polare von i in allen diesen Puncten berdbren. Von der an* 



Digitized by Google 



178 



0.1». 



b«f rMsten Zahl der CorvM Amm B ltcfca b M < m art g e , ««kfe« 

114. Einballende der Indicatriceo der Paocte ei- 
oer gegebenen Cnrve. Von welcher QeMe ist die Einbfil- 
Itwto 4w ladieatricM der Paocto «iMr gege h naa Cmnm CS» 
der fli-tM Ordaimg? oder auch, wiavM PMide dlMW Corre 
haben eine Indieatriz, die deich eleea heteUgea feetee Paaet 
^gchlf 

Der Ort einoa Penctaa p, dessen lodicatrix dnieh i ffehl, 
iit nach Nr. 113. eine Carre der 2(« — lyten Ordnung, welche 
Cm in 2m(fi — 1) Pancten schneidet. In i trefen «ich alae 
ttM(*'~l) Tangenten der geauchtea EiahOllaadea. 

Meo heaeiie noch, daas dies« Einhllleede die Fondaroen- 
lalcerre io den Poncten, in denen diese von Cm geschnitten 
wird, herdhrt, nnd da nnn f&r jeden dieser Durchschnittspuncte 
die ledieatricen mit den lieCreffenden Berdhrenden von Cm su- 
ee—ieefellee, ee gHt der Seiet 

Lehraats III. Die IndictUricen der Funcie einer Curve 
der M'teM Ordnung werden wen einer Atm deflaiin-l)- 
len Ctmeee wmkUU, weleäe dte Grundewrte im den Fm- 
eten berührt, wo diese 9öm der Curve m-ier Ordmuig ##• 
sckntuen wird. 

n, Beaooderer Fall. Ffir «1 = 1 erhilt man hieraea» 
deet die ledicelricee eieer gegeheeea Getedee vee etaer Garva 
der i(a— l).teB Cleeee anMMH werdea, welehe die Cerada 
aelhat In 2(n~2) Pancten berflhrt. Die Gerade iat alao die 
Indicatrix tod 2(n— 2) ihrer Pooele» wie trir diee eehoe ia 
Mr. mä. gefeadea babee. 

Elahilleade dar ladleattieaa der Paaete der 
Garva vea Heeee. Geadte deai aHfHadaea TtwereMe^ dee 
wir eellhen bewieaen iMbea» werdea die lodtcatricen eiaaa Paa» 
dea p, der ai6h anf der Canre ron Heeee bewegt, die von 
der Ordnung 3(a^2) Ist, von eiaer Cnrre der 6(a— l)<a-2)- 
tea Ciaaae uaibäUt Da al»er ia dieaen Falle fiir jede Lage 
vea p aed Nr. Iii«; die he l dea ladiertrieea ia ehia O e ra d e aa» 
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■■■■ mfal lei» M f i dadert aldb GlatM der EfaKlwit» 

anf 3(fi — IK«— 2), ein RetolUt, das wiradlM «i MdmiOfflM, 
in Mr. 91*. nnd Nr. 112«., erbicItoB. 

Vm jed«B M«bii|M Pncto « lami M 3(ii~IKii— 9 
Tangenten an dieae Conre l«g«B* 8« dats ab« jeder der 
3(n — l)(ii — 2) PuDcIa jr der Corre von He»ae, deren Indica- 
tricen die ebeagenaonten Tangenten aind, je s«rei ünrchscknitts- 
pvDCte der Corre von Heaae mit der oben in Nr. 113. beatimm- 
tM Curve reprlMBÜeren. 

Verbinden irir dieae Eigenaciwft mit den andern acbon in 
Nr. IIS. bevrieMiMn» m fcSnw wir Mgmdm Bitat «•■■preelieR; 

Lehrsatz IV. Ist i ein gegebener Punct, so iat der 
Ort eines Punctea p, weicher derart beatimmi iat, daa% 
die Oef^äe pt Tem^ente 4er €9iiUekem iMw POm p iet, 
eine Otree der *i(n — l)-lm Ordmmg, die meeimai durdk 

i geht, und die Fundetmentaleitrve, die Curve von Beate 
und die Mweite Poiare in allen Pmnclen berührt, die eie 
mit denaeiben gemein hat, 

IIS. Ort eiBttsPaaetea, deasen Indieatriz eine § «• 
gebe«« Cerve berilirt Wir anebea jeCat die Ordnnng des 
Ortes einen Punctea p an beatinmen, dessen eine Indicatriz 

Tangente einer Tarve Kr der r-teo Classe ist, das heisxt, wir 
untersuchen, wieviel Puncto einer Geraden R eiee Indicetrlz 
liabe, welche Kr berührt 

Bewegt sich der Ponct p in der Geraden R, ao werden 
nach Nr. 114a. seine Indicatricen von einer Curve der 2(n — \y 
ten Clasae amballt, die 2r(A — I) gemeinscbartlicbe Tangenten 
irft der gege bea e ü Cwve Tr Iwt Der geradito Ort ist eise 
von der Ofdeeng 9r(ii— 1). 

Betraebten wir eine gemcinacbafUiche Tangente too Kr nnd 
CSi, ee sied la Bcrllrnngspaacle »It der letilsn serci Penele 
p veMiaigta Ar welcbe die Tangente die Indicatriz repriseo» 
tiert Daraus folgert aicb, daaz der gesuchte Ort die Fnnda- 
nentaicurve in den r.fi(ii — 1) Puncten berührt, in denen dieae 
von den mit Kr geroeioadiaflUcben Tangenten berAhrt wird, 
oder, was daasslbe sagen will, in de» Pencteii, le deaen die 
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Fmdamantalewve wmt der erstm Pthn ton Er gMehoMten 
wird. M.a.Nr.l04A 

Die Corve Mr bat 3r(«— 2) gemeinschaAlicbe Taa- 
feateii «II dar EiaUllaadaa dar ladieatricaa dar Paaeta dar 

Canra von Hesse» es ist daber 3r(ii»lXfl— S) die Zahl der 
geiaeloscbaniichen Puncte der Curve von Heese and des Ortes 
dar 2r(« — ]>4en Ordoung, den wir batrachtetan. Folglich gilt 
dar Satz: 

Lehrsatz V. Der Ort eines Punctes, von dem aus- 
gehend eine der Tangenten seiner conischen Polare auch 
Tangente einer gegebenen Curve der r-ten Ciasse wird, 
Ut €hsB CtaTM 4tr 2r(«—l)-ini Mmim§, wMe die Am- 
damtntalcurve und die Curve V9m Besse im tOem dem 



116. Ort eines variablen Ponctes vt>n der Be- 
schaffenheit, dasz darch Verbindung desselben mit 
sivei festen Pancten in Besag auf seine conische Po- 
|ara swal raciproke Poiaraa anfatahaa. Wir aoahaa» 

indem swei feste Puncte i und J gegeben sind, den Ort eines 
Punctes, Rir welchen die Geraden jd und pj in Bezug auf die 
coniscbe Polare von p die in Nr. 108. erklärten conjugiertan 
Polaren bilden. Offenbar gebt dieser Ort durch i und J. 

Es sei R eina baiiabige durch / galagte 'Gerade und p ela 
Punct in B. Die geraden Polaren von p und i in Bezug auf 
die coniscbe Polare von p treffen R in den Puncten a und b. 
Sobald letztere in einen Puoct zusammenfallen, ist dieser dar 
Pal van la Baaag aaf daa abaa emrihntaa Kagabehattl^ aa 
daas also dann p ata Paaet des gesuchten Ortaa Ist MahiMii 
wir einen beliebigen Punct a als Durchschnittspunct von R mit 
der ersten geraden Polare an, so gibt eK n — I entsprechende 
Lagen des Poles p, nämlich die Durchscbnittspuncte von R mit 
dar aialaB Palara vaa m, aad folglich wmk aheaasflela Paaeta 
*. bt «Bgekalirl • der helMbiga Derehaehaltl dar Gatadaa 
B mit der geradaa Palare von i in Bezug auf eine unbestimmla 
conische Polare, so liegt nach Nr. 606. der Pol p dieser Gera- 
den auf der ersten Polare von i in Bezug auf die erste Polsre 
von b, das beiszt in einer Curve der (» — 2)-ten Ordnung, 
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deren DttrdbMfciiilto|Nuict« mit R die LagM von p angcbm, 

welche dem ^ei^ebenen Puncto b entsprechen. Es entspre« 
dien daher jedem Poncte b «—2 Puncte a*). Die Zahl der 
Pallete p in R, für welche a und b zuaaminenfallen, ist daher 
(II— 1) -F(fi— 3), md da aaek J «ia NncC der gesacbten Cnrre 
ist, M bat dieaeiM die Ordaoagnwbl 

Wir werden dieselbe durch Iß beseicfanen, weil eie, wenn i mit 
J aoeaeMMaOHt» «it der achoa ia Nr. Iia beftraebtotea Cvrve 
iM MeaÜeefc wird. 

Es aei p der Beruhrungspuoct der Fandanealalcurve mit 
einer vaa i aaa geaogenea Tangeate, daaa iet ^ die gerade 
Peiare von p, die gleichseitig in p die Taageala der cenieebea 
Pelare deseelben Panctes p ist. Für jeden beliebigen Puact 
} gebt daher die Gerade pj durch den Pol von pi, und p ist 
damit ein Puoct der Curve I/i, das beisst, diese Cnrve enthllt 
die «(«^l) BerÜhrangspaocte der Faadaneatalcarve mit dea 
aa aie ra # aaa f elegtea Tangeatea. Derealbea Seblaesfbiga 
geaiisz, musz sie auch durch die n(»— 1) Puncte bee^rieben 
sein, in denen d von dea darch J an diese Carte gelegten 
Tangenten berührt wird. 

Untersuchen wir jetit, in welchen Puncten die Curve L*i 
die erste Polare von i in Bezug auf die erste Polare von J 
schneidet, welche wir kurz äie %»eUe gemUehte Polare der 



*) LiMt nsa dsB Pbo«! « äch aaf B bswegm, so eneagt die cnte 
Polare von a nach Nr. 77. ein CnrrenbtUchel , dessen Canrea auf R eine 
Xavolntion des (n— l)-ten Grades bestimmen. Jedem Puncte p entspricht 
aber ein Punct 6, folglich erzeugt, wenn wir a sich Teitodem lassen, die 
Gruppe der entsprecbendea a— 1 Fände h aneb eine InvolntioB des (m— 1> 
ten Grai1t >,. Aneli die erste Polare von 6 in Bezug auf die etile Fffliw 
des festen Panctes i gibt, wenn h auf der Geraden R sieb bewegt, einem 
CorrenbOMfael Entetebnog, und es enengen demnach, wenn oum 6 eich be- 
wegea llial, Gn^yen d«r entapreehendea n— S Paaeie • aiaa &mi> 
lalion des (n-»2>«ea Oradei. Lauen wir also » nnd b sieb gMdnaMg 
Terlndem . so entstehen dadurch twci projcctiyi.scho Involutionen bezflglich 
Tom (n— >S)-ten und (n — l)*tcn Qrade. Die nach Nr. 24 6. diesen Invo- 
lationea ynn M u db u/ Mtcfce» Aaett, Ia— t aa der Zahl, sind diejenigen, in 
walehea smitr fai j die Oetads R dea gwadU ta geomairieehm Ort admeidet. 
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Zmmttt CapHtL 



Ci.it. 



Pmcto iWBdJ MMMM «r«llM. Mt dHeM rnMÜt gMiMfcto 

Pohw* durch M gtht ■ach Nr.MA die gartde Pokre tmi ^ 
belogen aof die coniache Polare tob p durch das heiaxt, i 
nod ^ aind in Besug auf die cooiache Polare von ß nach Nr. 106. 
CQt^/ufisrie Foie. In dieeem Falle genflgt offenbar, damit 
die Gendm pi umA 0k deMelta K egelec h aitt ndpralM 
Pelaren daratellea» daat die gerade PoUre von p datek i oder 
J gebe, dac beiest, p moaz eich entweder anf der erNten Polare 
ven t oder anf der von J be6ndeo. Die Carve L*i gebt daher 
durch die Poocte, in denen die aweite gemiachte Polare der 
Pancte i und J von den eraten Polaren dieser einxelMa Paede 
MNMt gweballtaB wird. 

Es sei Ben p nnd o swei sich derart entsprechende Peacte 
der C«rf«B m B*99€ asd ßtHn^Tp dtm dl« Gerade p0 
dwcb 4 hiadnchgebt Vm itm anaadiffdwii, dasi In Baiig 

Mf die eonlsdie Polare p din Geraden pi nsd pj recipreln 
Polaren aind, genflgt es Misvnebmen, das die geraden Polaren 
▼on p und J in Bezng auf den eben erwihnten Kegelschnitt 
sich in einem Pancte yvmpi schneiden. Nach Nr. 90a. ist aber 
im verliegend«» Fall« dl« ««Biaeb« Pelat« ir«« p «lebte A«- 
deres als eis Paar Gerade, die sich in o «dmaida«» so dsss 
also durch diesen Punct auch die Polaren Ton p nnd J hl 
Bezug auf den eben erwfihnten Kegelschnitt hindsrchgeben. 
Da nun nach der Voraosaetzung pi den Pnnct « eathilt, so 
ansz p der Carv« ifi angeboren. n«d dia«« Oatv« geht aia« 
dttfch dl« S(ti— 9 P««et« daf Gnrr« von 84999, dara« 
ladicatrioen sich In t schneiden. Dem entsprechend muss iSit 
Carre Jß auch durch die Zin — l)(fi— 2) Pancte der Curre 
von He* 9 9 gehen, deren lodicatricen tob J aoagehen. Daher 
der SaU: 

Lehrsatz VI. Oegeben wmet feate Puncte i und j. Der 
Ort einet Puncte* p , für welchen die Geraden pi und pj 
im Be%ug auf die coniscke Polare von p confugiert sind, 
i9t 9§m8 €knf9 49r 3(n — l)-llm OUkmng, W9kk9 

I) die Puncte i und J; 

*2) die Ptmete, in denen die Pundamentalcurve van den 
T9iif9mt9m, di9 äiarek i imd J gelegt »erde» äätmem, äe- 
rßkrt wird; 
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3) m Fmneu «i ätnm ä§§ tntem BUmrmt wom i umäj 

^ß^f^^ ^ÄB^^ÄMÄBWI ^^ÄP^iÄÄH^ J^Ä^^iÄÄBjj 4^09 ^fc^üÄJ^ÄJß^^ 4l^kM^0lft ^ 

4) 4lf ANCit il^ CWrre 99» enikätt, äerm M- 
älMtriMii «<eA m v nnät r im i oitr J telmtMm. 

o. Aoderer Anadrack des Vorigen. Mit «Ddero Wor- 
toD. di» Corre MllB«Met die FmduMoteleanre md die 
Cmva Ton Hesse in den Pudmi» ia «reichen dieae von den 
Cnrven und I4f berührt werden, welche auf die Nr. 113. 
aneeinandeifaMtete Weite eiesel« ree dee PanclaB i oed J 
abbingen. 

§, BOaebel von Curvea Pi. Hilt maa dea Paaetl feal, 

wihraad J alcb aaf einer Geraden R bewegt, so erseagt die 
Carve Ifi ein Curvenbfiachel. Sie gebt niUnlich, welchen Pnnct 
aaeb J bedaatea mag, dareb folgeade 4(fi— i)* feste PanetSb 
alaüieb: 

1) durch i; , 

2) dsrcb die a(»— I) Pancte, in denen Cm Taa dea Taogea- 
lea» die durch i gehen, berfihrt wird; 

9 deich die 3<«i — l)(n— 2) Pnncte der Curve voa HesS0, 
deren Indicatricen sich in i schneiden; endlich 

4) durch die 2« — 3 Puncte, in welchen nasser in wel* 
eher Penct vertnderUcb ist. die Gerade R sdiaeidet. 

Dieae letsteren Pancte Verladern sieb aimlicb niebt» da 
sie naeb der letzten Note anf Seite 181 die fewteinsekaftMekem 
Pttnete sweier projectivischer Invointionea darstaUea« die wom 
Pancte J vollständig uoabhingig sind. 

Diese Eigenschaft kann man auch nachweisen, indem man 
die Zahl der Cnrven J/i xa bestimmen sacht, welcba dardb 
eiacn gegebeaea Panet f gehea, waaa t ein foaler Paad tot 
Md J aleb aiar eleer ÜMtea Geradae 9 bewegea «eaa. Da die 

Geraden §i and §f hl Beaeg aof die eonlacbe Polare von f 
eoajugiert sein mflssen, so isl der Pnnct J der Durchschnitt 
vea R mit der Geraden, welche q mit dem Pol von qi in Be- 
sag anf den erwftbntea Kegelacbaitt verbindet Durch « gebt 
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Zm«ä§t CapUä. 



£1.19. 



mlM D«r «Im Cwf Ifi der vtrlaaglM Bw riba f eaheit 
Die GeeeMtkelt aller dieser Carvea bildet delMr eie BleeM. 

Auf diteelbe Art beweist min, dosi die Cervee Iß, welche, 
indeM i ale fest eBnenemM» iet, doreh deeeelbee Penet f 

ßehen, ein BCschel bilden, das helszt, durch swel gegebene 
Puncte q und q' gebt ffir den feeten Punct i nr eine Gerve 
Vi hindurch, u. ». w. 

117. Verallgemeinerung der vorigen Aafgabe. Die 
OntereoehaBgen der verigen Nr. IM. haan man eeral^{eBralnera, 
wenn man erstens an Stelle von j eine Einbauende annimmt, 
eder SH-citens auch noch an Stelle von i eine sweite EinhQl- 
leiide, oder endlich drittens eine einiige Corve ae Steile des 
Svstenis der beiden Puncte. 

sei zuerst eine Curve Kr der r-ten Classe und ein Panct 
I gegeben. Wir suchen dann den Ort eines Punctes p zu be- 
stimmen, fQr den die Gerade pi in Uezug auf die couiscbe Po» 
lare von p irgend eiaer der Tangentea eenjugiert bt, die auui 
von p an die Curve Kr legen kana, oder adt aadern Worten» nach 
Nr. 110. den Ort des Punctes p, fOr den die Gerade pt darefa 
irt^end einen der Puncte geht, in denen die gerade Polare Ton 
p die reciproke Polare von Kr besogeo auf die couiscbe Polare 
von p scbneideL 

Die gesuchte Curvo gebt r-mal durch weil, wenn der 
Punct p mit i suaammenflUlt, r Gerade pi der obigen Bedin- 
gung entsprecbea, aiailieb dlejenigee, welche ven t nach dea r 
Poncten gezogen sind, la denen die gerade Polare ven die re> 
ciprohe Pelere ven Kr heaegen aaf die eeaiache Pebre vea i triit 

let p ein Panct vea Ck, ae Ist die gerade Polare vea p die 

Tangente der Fnadaroentalcorve im ninilicben Puncte. BerOhrt 
diese Gerade nun auch ITr, so ist p ein Panct der in Bezug 
anf die conische Polare von p reciproken Polare Ton Kr und 
da, was auch i sei, die Gerade pi durch p geht, das heiszt, 
darch dea Dnreboehalttepaael der reciprokea Pelare von Kr 
mit der geraden Pelere von p, ee liegt «Keeer Penet naf doni 
gesuchten Orte. Der Ort enthält daher die simmtlichen r.t^n—l) 
BerQhrungspuncto der Grundcnrve mit den ihr aad der Carve 
Kr geneinscbaAlichen Tangenten. . 
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Mlvt 9 «rledanm iar Cwv« A m, iit ab«r die Tmh 
gente iiMwr Cmtv« !■ jr, so ist ^ gleichzeitig aneh die gerade 
Polare ▼on p. Diese trifft die reciproice Polare von Kr in r 
PoDcteo, ond p ist daher ein r-l'acher Panct der gesachteo 
Carre. Diese heeitst also Im Gänsen «(«^l) r-Cacbe Puncte, 
nimlich diejenigen to deatn Cm vo« Gendeo» die dnreb i falMii* 
berfiM wird. 

Es eel ferner p etai Pimet der Ciirve ven Be9»0, and • 
der enteprecbende Penct der Carte von Steiner. Ist pe Tan- 
gente der Curve Kr, so ist sie in Besug auf die coniscbe Po- 
lare von p der Geraden pi conjugiert; es gehen nSmIich sowol 
diese Tangente« als die Polaren der Puncte p und i in Bezog 
anf den erwihnten Kegelschnitt dureb A. Hieraoe folgert sich, 
does p ein Panet der lielreehtetee Gnrve iet, dos beleit» dieeer 
Ort geht durch die 3r(fi— 2) Pnnete der Canre von Beeee, 
deren Indientricen Er berfihren. 

Die Pnnete p ond 9 seien wieder cerrespenAerende Pnnete 
der Cnrven ron Hesse und Steiner, aber po mag dorch / 
gehend gedacht vrerden. Da nun die conische Polare von p 
in diesem Falle aus zwei Geraden besteht, die sich in o schnei- 
den, ae mnn naeh Nr. 110«. die rocipreke Matt ven In 
Benag nnf dieeen Kegeleebnitt ans einem Bfiecbel ven r Gere- 
den bestehen, die sich ebenfalls in o schneiden. Der Punct o 
reprisentiert daher je r Durchschnittspnncte der Geraden pi 
und der geraden Polare von p mit der reciproken Polare von 
i^, nod p ist also der Ort von r anreinandcrfolgenden gemein* 
•ehnMieben Pnnctnn der Cnnre ven Beeee nnd der genneblen 
Cnrve. Der geemetrische Ort, am den es sieh bändelt» bot 
nlee eine r-pnnctige neriihrong mit der Curve von Hesse in 
allei^ den 3(n— 2) Poncten, fOr welebe die Indieetcicen 
durch i gehen. 

Wir wollen nun zuletzt noch die Ordnung der fraglichen 
Curve bestimmen. Jt sei eine beliebige durch i gelegte Gerade, 
und p ein Ponet in Jt Die gerade Polare ven ß trefe Jlin e^ 
nnd die redprefcn Polare Ten JTr in Betng anf die cenleebn Pn- 
lare ven p adineide A in r Pnneinn §, Nimmt man a beliebig 
an, so entsprechen dem n — 1 Lagen von p, nimlicb die Dorcb> 
schnittspancte von R mit der ersten Polare von a, nnd folglich 
rim — 1) Lagen von ö. Nehmen wir umgekehrt k beliebig als 
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DanhMfcnittspanct tod R mit der r«eipr*keo Polare vom Er i* 
Bezog Bof die coniache Pobre eine« beliebigen Poles an, so 
lie^ nach Nr. 104A. dieser Pol auf der ersten Polare von Kr ia 
Besug auf die erste Polare tob b. Da diese Carre naeh Nr. 104 A 
vea dw r(fi— S)-Cmi Ordsnag m aohnaidet aie Jl te eto- 
MfMen PsBcten p, wmk e hw i j«lMi vm d l eeaa wtspricht «te 
Penct a. Jedem Puncte a eotsprechea also r(ii— I) Pancte 
b, und jeder Pnnct b individualisiert r(fi — 2) Puncte a\ daher 
wird [r(ii — I) -f r(fi — 2)]-nial ein Panct a mit einem entspre« 
cbenden Pancte b snsaameofallen. Jedeeoutl aber, wenn die- 
Me ZiiMMimralltB Stell bal» Id^ eis Pmicl dar Cimw DteM 
luU daher r(2ii — 3) Puncte mit J7 gemein, aoaaer dem Pancte 
iy der eia r-facher Panct derselben ist. Der Ort hat daher 
die Ordnaogesahl 2r(ii— 1). Alles sasuuMDgeaeaaMO 
den Satt: 

Lehrsati Vll. Der Ort einet Puncte», det%en Verbin- 
dung s gerade mit einem festen Puncte i in Be%ug auf »eine 
CQniMche Polare einer der Tangenten tmnjugiert ist, die 
«MM eM ilai «M ge§ebe$te 0$ne r49r GmuB Aym 
keum, i$t €tme Cmrve der 2r(ii— iHm Ordmm§, weMe 

1) fHMl ämrA dem feetem Pmmet i; 

'l) ebemfaiU r-mai durch die I) Puncte geht, im de' 
UM Mt FkmämMnimtewwt ppm Sdrmäem, weUke 4itnk t 
gehen, berührt aM; 

9) dmt dämmmekm r.«(fli-l) Fimetd, m 4mm ih 
ür—jfnwg M» Tmfm K tm 49r Oarm r^ter CI t ue h d fMhrt 

4) dBmflUU me sämmtHchen 3r(ff-l)(«i— 2) PitmeteUr 

Curve von Hegfte enthält, derm HMemltiem Omt 
T'ter Ciaeae berühren; endlich 

5) in den 3<«— l){n — 2) Puneten der Curre von Heste, 
deren Indicatricen durch i gehm, mü dieser eine r-ptm- 
cUge Berührung eimgehL 

m. Weltare VermllgeBtiBeraag. Dem Vorigaa im* 
kg beweiit mi dia MgeädM 8Ua: 

Lehratlfe VIIL Btr On «Aw» Hnüm, ßr mmtvhm 
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«Mtf iM Mm M mt Otrwm mad K, hewBjMek der r- 

ten und »-ten CUu*e ge%o§9ne TumgemUm im Bemif auf 

die conitche Polare de* Puncte* »etbat eo^ju§iert etmd, Üi 
tine Curve der '2r.s(n—l)'ien Ordmmg, weUke 

1) 8-mal durch Jeden der r.n{n—\) Puncte, in denen 
die Fundameniaiaave Cm von Tmt^emlen der Cmrve K, be» 

rührt wird; 

2) r-mai durch Jeden der e.n[n — l) Puncte geht, in de^ 
mem Cm ven Tmtfenten der Curve E, berührt wird; 

Z) mit der Curve von Heeee in Jedem der 3r(ii— 2) 

-y ^if M ** ^'^'^""^ ^ bnükrem eim e-pumetige; 

4) eöetifmiie mit der Om m Beete den Ze^n-l) 
X(«— 9 Funeien» derem imdkMrteem Mm berdkrm, dtte 
r'^ftuuHtge MerMkruH^ eiit§^d» 

b. Eine andere VerallgeaeinernBg. Int dagegen 
•Im einige BinbllleBa» E, der r-Cm daeee gegeben, ao gilt 
dar Sali: 

Lehrsats IX. Der Ort einee Punetee p, für den Mwei 
pem am am ehte Omw C. peuepme Tungemtm da J»- 
%uff auf die eoniecke Polare vom p em0u0frt eimd, Meime 
am der rir—lhnim—iydem Ordmm^, weieke 

1) (r— iHMl durtk Jedem der r.iK«~l) ItaM gekt, 
in denen die Funditmenuatmree «M Tmipmim der Oerwe 
Er berdkrt wird, und 

2) mit der Curve von Heeee elme (r— \)'punetige Bo" 
rührung in allen den 3r(n~ ])(fi— 2) Punelemdieeer Oarwe 
eingeht, derem Jndieatrieen Kr berühren, 

118. Die Carve tob Steiner iat die Einhillende 
dar garad«« PaUraa d«r Garva vaa Haaaau la aei ^ 
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ein Punct der Btt9e*9ehen Curve und o der cor raiif d i«ri id» 
Pnnct der Curve von Steiner. Die letxte PoUr« von p ist 
dann eine gerade Linie, die durch 0 ^eht, und deren Puncte 
Pole von ebensovielen ersten Polaren sind, weiche von po in 
p berfllwt werdw. Unter ihMB gibt et ahtr «Im« die !■ ^ 
•inen Doppelpunct hat, and Bvryr dm«Big», dertn Pol 9 let 
M. «.Nr. 88 90«., 1»«. 

a. Fortsetsung. E« seien o and o' zwei Puncte der 
Curve von Steiner, dann aind die Pole der Geraden oo' die 
(ii^l)* DwcWehnittepaMto der «reteo Pelwen dioMr MdM 
Poacte, «r«l^ die entfpraclieodM Paacto p nd ^ der Carv« 

von He»»e zu Ihren respeetiven Doppelpuncten haben. Nehmen 
wir den Punct O' dem Puncto O unendlich nahe an, das heiast, 
die Gerade oo" als Tangente der Cnnre von Steiner, so hat 
Aate Tangente eine« Pol in p. Oaraite folgt: 

Lehreatz \. Die Tangenten der Curve von Steiner 
einä die geraden Polaren der Puncte der Curve von 
Bfee; 

oder auch nach Nr. 90^.: 

Lehrsatz II. Die Curve 99m Steiner ist die Einhül' 
lende einer Geraden, die tmdt »neammenfaiiende Pole 
beeUU, 

b, Clasae der Curve ron Steiner. Dias Tfcoefwi 

Ribrt auf die Beetimniong der Claase der Curve von Steiner, 
Die Tangenten dieser Corvo, welche durch einen beliebigen 
Punct i geben» haben ihre Pole auf der ersten Polare von a*. 
DteM ndkneldot die Cerve von B0999 in 3(ii— IX«— 3) Pnn- 
cton. Ea gilt also 

Lehreats III. * Die Curve von Steiner ist von der 
3(11— !)(•— 2)-lMi OeiM. 

e. Eifoneeliaften der Wendetangenten der Fnn* 

damentalcurve. Da die Wendepuocte der Fundamentaicurve 
Cm nach Nr. 100. Puncte der Curve von Hesse sind, so niuszen 
die geraden Polaren derselben, das heiszt» die Wendetangen- 
ten ven €U ancb Tnngentae der Gerv« vra 8t9imor eein. 
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Die Pancte der Curve von Steiner, welche den Wende« 
puocten Cm entsprechen, diese letztere als Puncte der Carve 
▼on B0M9§ betraebtot, liegen Mf den Wendetangeoteii der 
FttodajMAltlcwve. Dieee TeBgeeten berfibren also ancb die 
Carve der 3(ii— 3)-t«n Classe, die nach Nr. 1146. die Ein- 
bauende der Indieatricen der Poncle der Corvo von Messe Ist. 

d, Zahl der weitereo Siogularitäteo der Curve 
von Steiner. Dem nllgeaeinen Tbeereae in Nr. 101. genias 
iet die l)«te Polare der Carve von Heeee, das beiett» 
die Einballende der geraden Polaren der Pnncte der Carve von 
Besse eine Carve K der 3(n— l)(n — 2)-tea Classe aod der 
d(n— 2)(5»— ll>-ten Ordnong, von welcher die Curve von ^9/«^- 
mer einen Teil aoenincbt. 

lät i' der Durcbschnittfipunct zneier Tangenten der Curve 
von Steiner, so hat jede von ihnen einen Pol in der Curve 
von Hesse and durch diese beiden Pole geht die erste Polare 
von i. Fallen die bdden Tangenten In eine nnennunen, ao 
Inlien nneb die beiden Pole in einen Pnnet anaaBmen, in wel- 
cbem daher die Curve von Hesse von der ersten Polare be- 
rflhrt wird. Dieser letzte Punct ist daher ein Punct der (n — 1)- 
ten Polare der Curve von Hesse, letstere Carve als Ort der 
Pole nnfgelbeat, deren etnto P^lnren diene Corvo eelbat be- 
rftbren. Aber die Pnnele i, die «an demrt definieren bnnn« 
dnax in Ihnen swel nnreinanderrolgende Tangenten der Cnrv« 
von Steiner znaammenfalien, sind aaszer den Puncten dieser 
Cnrvo selbst diejenigen, welche auf den Wendetangenien die- 
net i^rve liegen. Die Curve JT, das beiszt, die (n — l)-te Po- 
inte der Gtarve von Hßeat, beetebt dnber non der Corvo von 
SMner nnd den Wendetnngentüi deraelben lonMinienfoneni- 
Ben. Dnmoa folgt« 

Lebrentn IV. Ulfe Cime een Steiner Amt 

3(ii-2)(5ii-ll) .3(»~2)* = 3(11 ~2)(4n— 9) 
We m äetm i fentt n, 

Von der Corvo von Seiner bennen wir niae die Otdoung 
gleich 3(»-3)», die Claaae gleleb 8(ii— lK»-2) oad die Zabi 
der Wendepnnete gleieb 3(fi— ^(dii^iQ* (^nter Antrendung 
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M«t M nm: 

L«lirsats V. DU Curwe von Sfinor k&t 

|(«— 2Xfi— 3)(3ii« — 9«— 5) Doppelpuncte ; 

Fflgt MB der Zahl der Spitseo B«r«inial die ZabI d«r 
Wendepnnct«, der Zahl der Doppel tan^nten die Zahl der Wen- 
detangenten und der 2iahl der Doppelpuncte die Zahl der Panete 
bei, io deoeo die WeadeUageiiteii die Cur?e von Steimer sad 
•ich «db«l 0ch««idM, «o erbllt wmm knM^jMk Um MI dw 
SpiCMB, der DoppalUBgMteB and d«r Do ppd p— ete der G«- 
Mmmtcarre JT der 3(fi— 2)(5ii— Il)-teD Ordnnng, der («— I)- 
ten Polare der Corve von Hesse, io Deberdartiwiwg Mit 
den «UgeneineD ResolUtee der Nr. 103. 

119. Die ersten Polaren der Poncte eioer Doppel- 
tMgttate der C«rv« t«b Stttaer barlbr«» sick Im 
swei Poacten. E« «ei dm Tangeate der Carra van 
Steiner p # dar Berabraogapaaclv p der eatsprechende Paact 
der Canre von Besse. Die eraten Polaren der Ponc<e von 
00* bilden ein Cur?enbiUcbel, desxen Corvea eich sAmntlicb in 
p berdbren. Die gemeioecliaftlicbe Taageate aller ist po. Ua- 
ter daa Carvaa dieeee Baacbab gUM ee elae. die erela Pelare 
wem 0, r&r welche p ein DoppelpaacC ist, and ea eziaüereo 
anaxerden noch 3(n — 2)* — 2 Carveo, nimlich die eraten Po* 
laren der Puncte, io den oo' die Curve von Steimer adiaeidal^ 
die anderswo einen Deppelpunct beaiUeo. 

m. Ferteetsaagi lat nun oo' eine Doppeltaagaaia dar 
Oanre von Steiner, o nnd O' die beiden Berflbroogapancte, 
p and p' die eotsprecbenden Puncto der Curve von Hesse, 
aa werden die eraten Polarea aller Pnocte von oo" aicb unter- 
daaadar la daa P^iaatoa pwmAp^ barliraa. Mtr BeaagaabaM 
aar Nr. II8A falgt biarana: 

Lebraats VI. Jn einem geometrischen Neiue von Cur- 
rem l)-/«r Orämmtg fiöt oo 
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B»9eMei, deren Curten »ich im Je aufei vereekUdenen Ptm- 
ei0n tertUüt^eitf 

Die ersten Pnlaren dtr Pnncte einer W««^«. 
taHgente der Cor ve von Steiner oscuiieren sieh clB«t- 
licb in einem Ponete. Vereinigen «ich in der Doppeltan- 
§wil6 09' die Berflhmngepancte in einem eiasigen eo dan 
dieMik« «iae WendtlMigmito 4w Ouf VM BiHmT wird. «0 
fallen a«eb die Ptoicto p ond p' fo tteea «Inilg«» ffimwi«, 
and die ersten Polaren der Puncto ron Oi/ werden in p unter 
sieb eine dreipnnetige Berfibrung eingeben; p ist dabei «ia 
Doppelpanct der ersten Polare des Wendepnnctes 0. 

Auszerdero berahren diese ersten Polaren in p die Cimre 
von Heese, weil nach Nr. 118<l. die Wendetangenten der Cur?e 
von Sieiner einen Teil des Orte« der Pole bilden, deren erste 
Polare» die Cvrve ve« B€99€ berahreii. Dum folgt der Sals : 

Lebraata Vil. M o ein Wendepunet der Curve von 
Steiner mtd p äer Doppelpumet der ereten Folare von 
9, 99Ut p9dte Tmi§emt9 der Qtrwe 99m 89999 jk 

Gleicbxeitig iat aucb bewiesen: 

Lebrsatz VIII. In einem geometriechen Nei% von Cur- 
ven (u—iyter Ordnam§ gibt ee 3(fi— 2)(4»~9) (htrven- 
Mieekei, im deren Jedem die (kavem eine dreipeeteOge Be- 
r0knmp wiU et i u md e r 9tiip9k9m, ä99 k9taai, 9iek mi9r 



120. Die Polarea der Doppelponcte der Curve« 
von Steiner beben swei Doppelpvncte. Wir betracbtea 
weiter eine erste Polare» die swei Doppelpeoete p und p' be- 
sitzt, ottd beaeicbnen den Pol derselbeB darcb 9, Dunk o le- 
999 wir dM balidbige Gerad« M, ne wMne die eiilee Pelanni 
ibrer Paede ein Bascbd bilden, der nacb Nr. 88. 3(«-^ 
Deppelpoaete beeitst, daa beiast, die 3(»— 2)* DarcbscbnlMa- 
peacte von R mit der Corve von Steiner sind die Pole von 
ebenaovielea ersten Polaren, die einen Doppelpunct beaitseo. 
Da aber die ereto Pelare vea 9 scboe swm Doppelponcte bat, 
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SO enibilt daa BOicfael nar 3(fi— 3)*— 2 ander» Carven mit 

einem Doppelpuncte. Daraus folgt, dasz R die Corve Ton Stei- 
ner nur noch in 3(n — 2)*— 2 Puncten auster in o trifft, dw» 
also o ein Doppelponct der Carve von Steiner iat. 

Nimmt R die Lage von P, der geraden Polare von p, an, 
so geben die ersten Polaren aller ihrer Puncte sinimtiich durch 
p, Diwer Ronet idftit aIm aach Nr. 88 a. für swe^ der 3(ii-2)S 
Dappdpaaete das Bflaehels. Da als» dl« Puaete oad ^ ao- 
viel als drei öoppelpuacte sind, so enthält daa BSaehal aar 
noch 3(n — 2)* — 3 Curven mit eitjem Doppelpuncte, «ras nichts 
Anderes sagt, als da^z die Gerade P ausser 0 nar noch 
3(fi — 2)* — 3 Puncte mit der Gurre von Steiner gemein hat. 
DIeaar Paad gilt alao Air dral Dnrchscbaittspuncte der Curve 
■lit 1». Daaadbe ilsst aidi natOrlick filr P, dia gerada Polar« 
vaa jr*, aadiiraiaaa. 

Wir liaben alao dea Satsi 

Lehrsatz IX. Hat eine erete Polare %wei Doppelpuncte 
p umä 90 Ut der Pol 0 ein Doppelpunct der Curve 
99m Mi€iner, wuT äio Tampenlen dVesea Doppe^nmeioe 
Hnä Mo pormdem Polaren oem p und 

Nehme« wb aocb aef die la Nr. lOBA bestimaito Zahl der 
Uoppdpaaeta dar Garre foa Steiner Rüdnicbt, ao folgert aieh : 

Lehraats X. /« einem peometrieehen Net%e der (»-I)- 
ten Ordnung pibt ee 

!(«— 2)(ii - 3)(3«» - 9« —5) 

Conen deren Jede mei Doppo^ßuneU MM*). 

121. Die erste Polare einer Spitze der Curve von 
Steiner hat ebenralls eine Spitse. Denken wir uns jetzt 
ein« erat« Polar« arft elaer Spitse Ee aei o der Pol der- 
aalbee. Eine beliebige durch • gelegte Geiada M beaUmmt 

ein erstes PolarenbOschel, von dessen Curven eine in p doe 
Spitze hat Die Zahl der Curven des BOschels mit einem Dop- 
pelpuncte ist siso nach Nr. oocb 3(ii~2)>— 3, and B schnei* 
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d«t daher die Quf von BMn^r Ib sw«I nil • ■■■■—•n 
CillMdM PuMtM. 

BelfMitat nu aber die gande Palara P m ^, geben 
die ersten Polarea aller Poncte dieser Gersdeu darch p, und 
unter ihnen gibt es nach Nr. 88 c. nur 3(ii — 2)* — 3, welche ei- 
nen Üoppelpaoct besitzen. Der Panct o stellt also drei Dorch- 
schnittspnocte der tiereden P mit der Cnrve von Steiner Tor, 
«ad ee lel aagmUleklieli klar» daea dieae Bifeaaekaft aaa» 
eeUieealieli der Gaiadea P aakeaiart. 

Daraos folgt der Satt: 

Lehrsatz XI. Hai eine erste Polare in p eine Spit%e, 
eo ist der Pol o derselben eine ^fU%e der Curte von 
Siti»er, weteke la dtotM» Anwit dfe §erm^ Märe 9om 
m aw — '^^^ ' 'fimiimftr Aaf *). 

Mit Beaag aaf die In Nr. 118A keelimmte Zahl der Spitzen 
der Oarve vea SiHn€r felgt «vettert 

Lehrsatz XIL Jn einem geometrischen l^etme (n- 1)- 
imr Oränunff giH et 19(«— 3) Otmh, dgrenjede 



HBL Die letzte Polare alaav Gorve berfibrt dia 
CnrTe von Steiner in den entsprechenden Puncten 
der Durchschoittspnncte der gegebenen Corvo mit 
der Curve von Heese. £ine Corvo Cm der ai-ten Ordnong 
trill die Carte vea ITm«« ia aaKs— S) Paaelaa; die geradea 
Pelarea dIeaerPaaete alad aaeb Nr.lOSe. vad Nr.lOB«. eewel 
Tangenten der (a — l)«taB Pelare voo Cm, als der Carve voa 
Steiner. Fr «ei nan p einer der obigen Puncte und o der 
Paact« ia «reichem die gerade Polare ven ß die Carve ven 



*) 8t*iner bewies, dtn die Cnrve Ton Steiner, die er aelbtt Kern- 
csnwaanl, lt(« — aX" — S) Spitien b»be {CrelUe Jonnial T. 47. 8.4). 
CMseh, dar dMbe Zahl Ar die entn Folsrai «lUsh, 4i« «ine SpÜM 
habM. iwülhtis daAslb, dsn db Ms divir IsiMa dis Sptam dar 

Cerve von Steiner bilden wftrdeo, ttod bewies diese EigenschaA im Fall« 
IIS4. (Ueber Curvtn vierter Ordmotf^ CrtlU'Borckardf* Joaraail, T. 99. 
BsiUn, Reimer, 1861, S. 131). 

Cr Ehern* Cmrvm, 13 
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Steiner berührt, so bat die erste Polare von o in p einen 
Doppetpunct, das heiszt, sie bat iu ihm zwei zusammenrallcnde 
Pancte mit Cm gemein. Da nun die (n— l)-te Polare von Cm 
meh Nr. lOS. der Ort dar Pele der ereten Pelweo tot, wddie 
Chi berMi«», eo wird o ein Pnnet dieser («— l>4en Peleie 
eein. FeigHeb gilt der Stete: 

Lehrsntt Xlll. Die (n— Man etmtr gegebenem 
Ourve m-ter Ordmm§ Urükrt Me Cume von Steiner in 

3f}i(ii-2) Puncten, die Pole von ebenso rieten ersten Fola- 
ren sind, deren Doppetpuncte aus den Durchschnittspuneten 
der gegebenen Curve mit der Cwrve von Heese bestehend, 

Ffir ms 1 entotniit Iiiems: 

LehreaUXlV. JUne MieM^ Cernäe Jt eekneidet Me 
Oerve von Hesse In 3(n — 2) Puncten, die für ebensoeiele 

erste Polaren Doppetpuncte bilden. Die Pole dieser ersten 
Polaren sind die Berührungspuncte der Curve von Stei- 
ner und der {n — \)-ten Polare von R, 

Es fllilt noQ aogleleh In die Ang/en, daas: 

Wenn R eine gewolnliehe Tangente der Cofve von Heeee 
Ist, die (n — l)-te Polare von R mit der Corre von Steiner 
eine vierpunctige nnd 3fl — 8 zweiponctige Berfibrangen bat; 
daaz ferner: 

Wenn R eine Wendetangente der Carve von Hesse iat, 
die (n— l)-te Polare von R mit der Carve too Steiner eine 
■echapnnctige nnd 3(ii— 3) iweipnnct^e Berihmngen eingdit; 
daat endlieb: 

Wenn R eine Doppeltaogente der Curve von Heeee imt, 
die (n — l)-te Pehf« ven M swei vierpuncttge nnd 3»— 10 iwel- 
pmettge Berlbmngan mit der Cntm ven Steiner bedtat 
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1S3. GeMeiae und geniaebte sweite PeUren ei- 
nea Pnnclea. Die wate Pelare einen PnncCan • in 
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a«r H% mti^ Paltw «iiM mtdnm PaaelM &, oder was mdb 
Nr. 60e. daasfllb« «agt» die erete Palere vee In Bamg aaf 
die erst« Polare voo o haben wir io Nr. 1 16. der Kürze wegen 
die gemischte zweite Polare (seconda polare mistä) der Puncte 
O and 0' genannt. Nehmen wir auf diese Benennung Rücksicht, 
«o kunneo wir die zweite Polare von 0, das beiszt, nach Nr. 696. 
die erete Polare Teo 9 in Beaog aaf die erate Polare von 9 
aadi ale die femeime mnUt BMare («««Midie jMtfare pmrm) dea 
PaeclM 9 lieieichaea. 

Geht nea die gemiachle atrelte Pelwro der Paacte 9 und 
e* derch den Puoct a, so geht nach Nr. 0041. die gerade Polare 
von 0 in Bezug auf die cooische Polare voo a deccb Da* 
ter Beachtung von Nr. 108. folgt nan hieraua: 

Lehrsatz I. Die gemitekte tweite Polare Weier hittcte 
o und o' ist der Ort der Puncte, für deren conische PO' 
Uwe die Puncte o unä o' conjugierte Pole torstellen. 

Daraus folgt, dasz, wenn uir in einer gegebenen Geraden 
R zwei Puncte o und o' annehmen, die in Bezug auf die co- 
aiacho Polare eines Punctes a conjugiert sind, die gemischte 
awefte Polare von • aod deidi a geht. Die Poectepaare 
aaf tu die ia Beaog anf den ebeoemrihatea K^ieleelHiitt con- 
jegiiert idod, bilden eine quadratische Involution, deren Doppel* 
puncte e, f nach Nr. 108. durch die Durchschnittspuncte de» 
Kegelschnitts mit der Geraden gebildet werden. Die Puncte 
« und / sind nun auszerdem Pole zweier gemeiner zweiter Po* 
larea, die derch « gehen. 

Hieraus folgt ferner, dasz es nötig, aber auch hinreichend 
iat, damit eine gemisehte aweite Polaro, deren Pole o und & 
aaf ff liegen, deroh « geht, wana • eod den Ahachnitt 9f 
harmonisch teilt, das heiszt: Sind o und o\ f vier harrap- 
nische Puncte, so geht die gemischte zweite Polare von o und 
O' durch die Pole aller coniechen Polaren, die die Puncte e 
and / enthalten. Nun liegt, sobald eine conische Polare durch 
awei Paeete « aed f geht, der Pol deradben naeh Nr. 09 a. auf 
dar geeidaee aweiten Polare voa « «ad alao eheoao aneh aaf der 
von f. Die (n — 1)* Durchschaittspuncte dieser beiden zweiten 
Polaren sind die Pole von ehensovielen conischen Polaren, die 
darcb « und / gebon, sind alao auch Puncte, die allen ga* 
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atachtea sirtitwiPoltrw gemein «IimI, dW dofeh m fafcM. md 
deren Pole «of M Uegen. DalMr 

Lehreatsll. Ute #gwlirt fw t ene ft g» Mmrem, dte dlwrdl 

Wm» gegebenen Punct gehen und ihre Poie auf einer ge- 
gebenen Oeraden haben, biiden eUt CiarvetMUckei äw 
{n — ^)-ten Ordnung, 

Soll eine gemischte zweite Polare, Heren Pole aaf R liegen, 
durch zwei Puncte a und b gehen, so ist sie vollständig and 
luf eine einzige Art bestimmt Die Puncte von R oimlicb, die 
so Bwei and swei In Besag auf die eeeieehe Pelare Toa c eie- 
aeder eenjegiert eiad, bilden eine Invelnllen. Bine eirelCe In» 
veintion entsteht aaf dieadhe Weise durch den Punct b. Die 
gemeinschaftlichen conju^ierten Puncte beider Involutionen (N. 
s. Nr. 25*.) sind, die Pole der gesuchten gemischten sweiteo 
Polare. 

Wir ecblieei«B «reiCer: 

Lelireets III. DU gemthttm MMf fl i cAUn wm&Um 

Polaren, deren Pole ««/ einer gegebenen Geraden Hegen, 
ändern ein geometrieekde Nel» der (ß—^yten Ordntmg, 

Aamefde« MIden die genMlnen nreHen Pelnien der Panele 

der gegebenen Geraden eine Reihe vom Index 8« den heleil» 
durch einen beliebigen Punct a geben zwei geraeine zweite 
Polaren, deren Pole auf der gegebenen Graden — ond auf der 
conischen Polare von e — liegen. Aach iat der Ort der Dop* 
pelpaeeie der g eme i ne n nnd gendacbton sereilen Polaren der 
Ptaele der g ege b enen Geraden» daa beleat die Gmre ven Bd999 
des oben envibnien Nelnea naeh Nr. 98. eine Car?e der 9)- 
teo Ordnung» 

124. Ort der Berflhrungspun cte der zweiten Polare 
einer Geraden mit den gemeinen swelCen Polaren 
Ibrer Paneta. Wir beben aeebea benaifc«» dann dareb mrei 
Panda € nnd f der gegebenen C e rad e a ü 8)^ eenleebe 
Pelaren gd>eo, deren Pole die Darebeebalttspuncte der geroei- 
nen aweiten Polaren der Puocte von e und / sind. Nähern 
sich diese beiden Puncte ins Unendliche bis zum Zusammen* 
fallen in einen einzigen /, eo beben wir (n — 2)* conische Po- 
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hrm, die i« ^ ClMade JT kerthrra, md 1km P«l* w«fdei 

dl« DmdMwMlIiponcte der gemeinen zweiten Polare tob / oiit 
der geroeinen sweiten Polare de« dieeem Pnnete vnendlicfa nahen 
Pnncte« von R sein» da« heiszt, es werden ebeosoviele Be< 
'rfihrangspnncte der gemeinen zweiten Polare von / mit der 
streiten Pelere der gegebeeee derede« eeie, dn% ist aaeh fk. MM. 
■dt der Einballenden der gemeinen svreiten Polare der Pnnete 
Ton B, oder de« Orte der Paede der ceoiaehen Pelere«, die 
ü berflhrea* 

Wir haben femer bemerkt, dasz, wenn o', e, f vier her* 
aoniscbe Puncte von J? sind, die gemischte zweite Polare von 
O und o' durch die (n — 2)* Dnrcbschnittspuncte der gemeinen 
sweiten Polaren von e und / geht Nun fällt nach Nr. 4., vor» 
eeegeeeht, dees f in deen «inigeii Pnnct / leeeMwiieefcilew, 
nach einer der aedern beiden Paaefe, etwa wÜkfmnmmm* 
Die geniisehte zweite Polare zweier Puncte 9 und / roa K 
geht daher durch die (a — 2)* Puncte, in denen die gemeine 
sweite Polare von f die zweite Polare von ü berCIhrt. Folgiicb 
eatstotehl: 

Lehrsatz IV. Die Curve 2(n — 2)'ter Ordnung, weite 
Polare einer gegebenen Geraden R, berührt in (a~2)* 

ttee 0 99m R, me 2(fl— ^ Anwür, de äeatm Mb wmtHU 
JMer« ro« R von den gemeinen weiten Maren wweier 
Pnnete o und o' von R berührt wird, Hegen alle amf ein 
mnd derselben Curte der (n — 2)-ten Ordnung, nämlich 
emf der genUeckten atpeiten Folare der Puncte o und &, 

o. Aehnlichkeit der Eigenschaften der zweiten 
Polaren einer Geraden mit denen eines Kegelschnit* 
tes. Aus Alle dem ISszt sich herleiten, dasz die zweite Po« 
lare einer (Geraden in Bezug auf die gemeinen und gemischten 
sweiten Pelarett der Peael» dieeer Heradaa «Ue EigeaeefeeAee 
■ad Relalleaea beeitat, die anrieche» elaeai Kegeteebiltl «ad 
dea Oemden beetefce«, die Iba berdbrea, oder acbaeidea. 

b. Einhüllende einer Reihe vom Index 2. Dieses 
vrichtige Resultat ist nicht ausschliesziiches Eigenthuro der 
sweiten Polaren« sondern erstreckt sich auf ein iieliebiges Netz. 
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in eioem gegebenen geometrischen Curvennetse tk-Xer Ordsog 
gibt eH eine anbe^enzte Zahl von Cun en, die eine Reibe vom 
Index 2 bilden. Die Einhüllende der Reibe ist eine Curve, 
die jede eingehüllte Cnrve in den Poocten berührt, in der 
diM« letstere di« annittfllbar folgMde Ei»g<li<Ute Mhaeid«f 
Dareh eineo belliiigea Ptooct g«ben aber mr swei EingehOllte, 
diese fallof also lasamroen, wenn der Pnnct Sttf der Einhüllen- 
den angenommen wird. Darens folgt, dass die Einhüllende eine 
Eingehüllte nicht treffen kann, ohne sie gleichzeitig su berfih- 
ren, und da also diese beiden Curven sich in m* Puncten be- 
riihren, «o ist die EinhOOMde der Carve« der vorgelegten Reibe 
eine Cerve der SM4eB Ofdneng. 

Alle Curven eine« Netse«, die durch ein und denselben 
Panet gehen, Uidee eie BÜMbel. Noe eatolcbeB die Bevib- 
rangspuncte der Einhüllenden mit einer Eingehüllten ans dem 
Durchschnitt dieser letzteren mit der unmittelbar folgenden 
Eingehüllten; diese Durchschnittspnncte bilden daher die Ba- 
sis eines Curvenbüschels des Rietzes. Alle Curven des Metzes 
nhie, die daicb einen Pnnct geben, in dem die BinbOUende 
Tangente nn eine gegebene EingelNIIIte iat» geben eneb dnreb 
die nndere m* — I Bertbrnngepnaete der Binbflllenden mit der* 
eeiben Eingeballten. 

Dureb swei Puncte, in denen die Einballende ven swei ver- 
scbiedenen Eingehüllten berührt wird, gebt nur eine einzige 
Curre des Netzes. Eine beliebige Curve also, die wol dem 
Netze angehurt, aber nicht der Reihe, schneidet die Einhüllende 
in 2m* Puncten, in denen diese von swei Cnrven der Reihe 
berObrt wird. 

e. Eigenschaften der Dnrchscbnitteponcte der 
Curve von Hesse des Netzes mit der zweiten Polare 
von R. Wir kehren zu der zweiten Polare der (ieraden B zu- 
rück. Die (n — 1)* Berübrungspuncte swischeo dieser Curve 
nnd der gemeinen svreüen Pelare eines Pnneten • ven A bilden 
die Basb eines Cnrvenl»ieebels von gemischten zweiten Pola- 
ren, deren Pole 0 nnd ein variabler Puact aaf M sind. FaUen 
zwei dieser Berfibnngspnnete in einen einzigen zusammen, so 
haben die Curven des Büschels in ihm die Tangente geroein, 
nnd für eine von ihnen ist nach Nr. 47. dieser Punct ein Dop- 
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peipuoct. £r gehSrt deshalb der Carve vod Hesse des Netzes 
am, dM mmA Nr. 1S3, von den g«iMtMa and giadiditeii sirel» 
Im Pohren der Puncto tob ü gtbUdet wird. In J«d«ni dar 

6(ii*~8)(ii — 3) OnrclMebalttopuncte dieser Curve von H€99ß 
wSi der zweiten Poltre von R hat diese letzte Corre eine Tier- 
pnnctige Berührung mit einer gemeinen zireiten Polare, deren 
Pol auf R liegt, und die dIoMtbe Curr« nocb in (ii~2>*— 2 
«■dorn verachiedenen Paneten liaralut 

125. Andere Erklärung der sweiten Polare einer 
Geraden. DI« xvreite Polare der Geraden Jt kann auch als 
Ort der Durcbschnittspuncte der entsprechenden Curven zweier 
projectivischer CurveobQschel betrachtet M-erdeu. Es seien O 
and swei Teste Puncte und i ein variabler Punct auf iL Die 
genleekten sweiton Polaren reopecttTo der Ptacte i and &, t 
adineidoa alcli in {n—^ Pnucten, die der zweitea Polare von 
R angehören, weil in ihnen nach Nr. 124. die Berührung dieser 
Curve mit der gemeinen zweites Polare von i Statt hat. Läszt 
man i sieb auf R bewegen , während o und o' fest bleiben, so 
eraeag e n die elien enrihnlen boMen gemioektea awoitea Po* 
lafen awel projoctirioolke Canreabtlacbel der Ord- 
oung, und der Ort der Darchscbnittspnncte zweier entopreehen- 
der Corron iot iot genau die swoite Polare tob Jt 

Fto die Puncto 9 and ^ Innn niaa offeal»ar awel beliebige 

andere zu substituieren, wenn sie nur auf R liegen, da die 
(n — 2)* Durcbschnittspuncte der gemischten zweiten Polaren 
von 0, i und o', i nach Nr. 77. nichts Anderes sind, als die 
Pole von R in Bezug auf die ereto Polaro von i, Hieraua er- 
gibt aidi folgeode eadere Defiaitioa (M.o. Nr.85.): 

Lehrsatz V. Die weite Polare einer Geraden ist der 
Ori der Pole dieser Geraden im Bemtg auf die erete 1^ 
lare eines variaMen Ptmetes derselben eermden*). 

a. Genieine und gemischte zweite Polaren einer 
Geraden. Diese Erklärung führt fast von selbst auf eine 
wichtige Verallgemeiueruag. Wenn nämlich zwei Gerado R 
aad Jf gegeben eind, waa iot daaa der Ort der Pole der eiaen 

*) Salmom, JBgUtr fhmt «mtm, p. IftS. 
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Geraden in Besug auf die erste Polare eines Punctes, der sich 
auf der andern bewegt? Es seien in If beliebig zwei Puncte 
0 und 0' fixiert, und auf R ein beliebiger Punct i angenommen, 
so acbneiden sich die geoiUchten zMeiten Puiareo der Punct« 
üpi und i\* (n-9jF Paneteiit wM» 4b Pole w— IT In 
Beiag Mf die crete Polaie von i eind. Leeicn wir 4 sich aaf 
R bewies» ee erzeugen die erwähnten gemischten sweitee 
Polaren zwei projectiviscbe Curvenbüschel (n— 2)-ter Ordnung, 
und der Ort der Durcbscbtiittäpancte zweier correspondierender 
Curfen ist eine Cur?e der 2(ii — 2)«teo Ordnung, die offenbar 
die geendile ist Ihr Ineii den Neoiee §tmit€äi§ muttt 
FHmn der Gemdee A nod R gebe», m sie voe der §tmtimm 
mmOm Mar« ven A die wir obee delaierleii, sn vetereeheideii. 

b. Weitere Definition der gemischten zweiten 
Polare sweier Geraden. Wie die genieine zweite Polare 
vee Jl der Ort der Paeete ist, deren cenisdie Polaren von B 
herihrt werden, so gilt von der genisehten swdten Peiere 
sweier Gerades Jl ond Bf der Sets; 

Lshrssts VL BUptmttdkUwmeUt B9kartwmei§r StTm" 

den R und R' ist der Ort eines Punctes, in Bewug auf 
dessen conische PoUare dU eeradeti B mnd Bf eUumäer 
eo^fuffiert sind. 

Gehen nämlich sowol die zweite gemischte Polare von 0 
nsd it als die von o' und i durch den Punct a, so geht die 
gerade Polsre von i in Beseg snf die conisehe Polare von m 
nach Nr. 123. dorch • nsd das heisst i iet der Pol too Bf 
in Besug snf dieeen Kegelachnll^ w, s» b. w. 

C. Eigenschaften des Durcbscbnittspunctes bei- 
der Geraden. Läszt man in den vorhergehenden Unterau* 
ebnngon in * de« Posct i nrft den Dorebiebnittsponcto der 
Geraden B and R' zusammenfallen, so findet sich, dasz die ge- 
mischte zweite Polare dieser beiden Geraden durch die (n — 2)* 
Puncto geht, in denen sich die gemischten zweiten Polaren der 
Puncte 0, i und o', t schneiden, daa heiszt nach Mr. 124, durch 
die (n— 2)* Pnncte, in denen die geaelae swelte Peitte von t 
die gemeine swelto Pohure von Bf beribrt Fo^lieb gilt der Sets: 

Lehrsatz VII. Die §eineine wtseile Polare dee Durch' 



sekmitupmmeiu wmtimr Bermim Ur§»rt Jtäe äer fmeimm 
wmeUen Falaren Mnmr Geraden im («— 2)* AmcIm. Mue 

2(n—3^* Berükrunffsptmete Hegen alle amf ätr f€mt$ektm 
uMiten Mare äerwe^em M4e» Oeradem. 



126. Die gemeioen und gemischten zweiten Po- 
lareo der Geraden, die dureb einen Pnnct gehen, bil- 
den ein N*tB. Soll die gemieebto sweito Polwt swcier 
CSenden J? and if, die eich in einem gegebenen Puncto t acbBti- 
den, durch einen andern vollatiodig gegebenen Punct o gehe«, 
ao iat ea nach Nr. 125^. notwendig, aber encb hinreichend, daas 
dieae beiden Geraden in Bezug auf die coniacbe Polare von 9 
eonjugiert aind» daa heiast, daas aie mit dem von t aaa aa Aa 
«oniadbn Polar« von # gniogtnn Ta ngont a n M vaA F tSm Inr* 
monischcs Stralenbflacbel bilden. Bilden daher die Geradon 
R, R, E, F ein harmonisches StralenbQschel, so geht die ge- 
mischte xweite Polare von R und R durch die Pole aller co- 
niacben Polaren, die die Geraden E und F berfibren. Nun liegt 
akar nach Nr. 104*. mdNr. 1S4., wann ein« eoniociw Pelan 
diene biddcn Geraden berdhrt, der Pol auf der gemeinen swri- 
ten Polare dieaer beiden Geraden. Die 4(n— 2)* Durcbschnltta- 
pancte dieaer beiden Curven sind also die Pole von ebensovielen, 
dem Winkel EF eingeachriebenen coniachen Polaren, sind also 
PoDcte aller gemiacbteD aweiten Polaren, welche den Punet o 
enthalten, der Geraden, wdebe dnreh i gehen. Dieee gemiadi* 
ten iwdten Polaren bilden alao ein Cnrreeblnebel. 

Hieiana folgt, daei derch nwei gegebene Pnnete # aad aar 
rinn einrifw gemiedite sweile Pefaire Ten awel Geraden gellt — 
die aber nicht gegeben aind «— « die dnreh einen gefebenen Pnnet 
i gehen. Daraue folgt: 

Lehrents VIII. Ate §muimtm «Mf fgwIecAUn t me Utm 
FUmw von Ummitn, die iureh einen gegebenen Ptmei 
ftken, Mlden €lm §§9mgtri»€kM9 Qarv^mmBtk der 2(«<-3)« 
IM Ordmmg, 

Von weichem Index ist die Reihe der gemeinen zweiton 
Polaren aller Geraden, die dareh den gegebenen Pnnct i geben? 
Wir antersnchen, wieriele dieaer zweiten Polaren dnreh einen 
t»eliebigen Pnact o gehen. Die Einhflllende der Geraden, deren 
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getneine xweite Polare durch o gehen, ist nach Nr. 104#. die 
conuche Polare desselben Puncte«. An sie kann man von / 
mm TangCDton legen. Durch i geben daher auch nor zwei 
Gerade, deren geneioe sifeHe PeJeren den Pooct o eotbalteo. 
Deker der Sets: 

Lehreets IX. Die §emefmeu %»eilen Polaren der Ge- 
raden, die AwA eimem gegeUaem Hmet gekem, MUen 
eine Reihe vem hidex 2. 

127. Die gemeine zweite Polare einer Geraden 
berührt die Curve von Hesse in allen Puocten, die 
•ie mit ihr gemein bat £• aei jrein der gemeinen zweiten 
Pelere veo il eed der Genre vee Beete ßr die Fuodamental* 
cnrve Cm geroeinacbeftlieher Penet Betrecbtet aea deoeelbee 
als der ersten Curve angehuri«;, so ist p der Pel eleer eenfeckee 
Polare die R berührt, und gehört er der Curve von Beeee 
an, 80 entspricht demselben Puocte als conische Polare ein 
Paar gerader Linien, die sich im entsprechenden Poncte o der 
Conre ven Steiner ecbMidea. Es gibt alee eoviel Durch- 
eebeittspeoete der Cnrve Ten Heeee eed der streite« Pelere 
von j?, ele ee Dorchschnlttspuncte von R mit der Cmre ven 
ateiner gibt, dee heiait 3(ii— 3)*. Dareue felgt: 

Lehrsatz X. Die gemeine meeUe Feiere einer Aeffr- 

bigen Geraden berührt die Curve von Hesse in den ^(••^ 
Pimcten, die sie mit dereeiöen gemein Aai, 

Da die conische Polare von p dorch zwei in o zusammenlau- 
fende Gerade gebildet wird, so hat die Gerade die durch 
ü gebt, in Bezug auf diesen Kegelschnitt eine uobegreozte 
Zahl von Polen die nach Nr. llOa. alle auf einer zweiten Gera- 
den, die eueli dnreh e geht, gelegen eied. Deber enthfilt eine 
Gerade JC. die beliebig, aber Hiebt dnreh • geaegee iet, einen 
Pol von R in Bezog auf die cooische Polare von p, das heisst 
nach Nr. 125 6., p ist ein Ponct der gemischten eweitea Pelere 
der Geraden R und R'. Daraus ergibt eich: 

Lehrsatz XI. IHe 6(n— 2)* Punete, in denen die Curve 
von Heeee von den %wei gemeinen weiten Polaren %weier 
Geraden beriihrt wird, Uegen eämmilich auf der gemieeh- 
ien nmeiten Feiere dieeer beiden Geraden. 
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Die gtaeioM sweitmi PolirM der G«i«iltii, üb dofoh ei- 
nen gegebenen streiten Panel 4 geben« bOden naeli Nr. 126. 

eine Reihe der 2(n — 2)-ten Ordnang «od vom Index 2, werden 
al«o nach Nr. 124 6. von einer Curve der 4(« — 2)-ten Ordnang 
ambflllt. Diese Curve ist nach JNr. 12Se. aus der Curve von 
Bß99€ vimI der geiieineo svreilen Pointe den Pnoclen i sn* 
nnninieagnnelBt. and ^ 2)* Paocte, in denen die gen^ 
nen zweiten Polaren sweier dieser Geraden die Curve von 
Hesse und die gemeine zvreite Polare von i berühren, liegen 
sfiramtlicb auf der gemischten ziveiten Polare derselben beiden 
Geraden. 

m. Die Curve ven Hesse berOhrt die zweite Po- 
lare des dem Berü brnngspnncte entsprechenden Pun- 
cCes der Curve von Steiner. Wir haben bewiesen, dasz 
die geroeine zweite Polare von R die Curve von Heese in p 
berClifft. Ansierdem geht «neb die gemeine sweile Pelare vea 
O dnieb p, «e dann dieser Panel fSr die erste Polare ven 0 
ein Doppelpunct ist. Andererseits berflhren sich die gemeine 
zweite Polare von o und die gemeine zweite Polare von 
dner Geraden, die durch o geht, nach Nr. 124. in allen Puncten, 
in den nie sieh trefen.. Daraus flieszt: 

Lehrsatz XII. Die Curre von Hesse öeräÄrt in einem 
beUeUgen ihrer Functe die gemeine uoeite Polare des 
tmUpnekMäen PmcU$ der Chrnw M» Steiner, 

b. Eigenschaften der Tangenten der Cnrve von 
Hesse und Steiner in den Puneten p und 0. Ans dem 
Vorhergehenden folgt, dasz die Tangente der Curve von Hesse 
in p nach Nr. 74«. der so po in Bezug auf die beiden Geraden» 
weide die erste Pelare ven e Im Ooppelpnnele p berflbrae, 
sngeerdeele harmoniscbe Stral ist, nnd daas, wenn die erste 
Polnre von e in p eine Spitze hat, in Ihm die i^iekkebrlnngeale 
andi die Cerve von Heeee berührt 

Dem annlog lat die Tangente der Carre rnn Steiner in 
o der zu po in Bezug auf die beiden Geraden, welche die co« 
niache Polare von p bildeo, angeordnete harmeniache Stral. 

c. Weitere Eigenschaften dea Ponctes p. Be- 
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trachtet man eioe zweite durch o gelegte Gerait 9f, so wird 
die gemeine zweite Polare dieser Geraden die Curve von Hesse 
ebeoralls im Puacte p berfibren. Umgekehrt: die Geraden, de- 
ren geraeine zweite Polarea durch p geben, sind nach Nr. 104 f. 
die TangeotM dar oaniachaa Pafawa raa pi akar diaaar Kagal- 
adMltt iSat aldi In swei dardb • gel«Kta Garada aaf, aa daaa 
alle Gerade, derea ge aie l ae svraita Palma dnreh p gabaa, daa 
Paact o aaliiallaa. 

Dia Cunre von wird daher Ip p aawal vaa dar g«> 

meinen zweiten Polare von o als den gemeinen und gemisch» 
taa swaitaa Polarau allar Garadaa barfibrt» die darch • galMa. 

A DiaGerada A aia Taogenta dar Carva vaaStal- 
aar. Wia dia Bardliraagapaaeta der Oarve vaa lf###e mH 
dar saBMlaen zweiten Polare aiaar Geiadea Jt daa Onrdbacfaailta- 

puncten von R mit der Curve von Steiner entsprechen, so 
wird, wenn R diese letztere Curre im Puncte o berfihrt, die 
gemeine zweite Polare von B eine vierpunctige BerQhruog mit 
der Cunre vaa Jf #«#a lai anlapcadiaadaii Paaala p aiagabaa 
«ad diaaelbe aaaaardaa aaah la S)*— 9 aadera Peaclaa 
eialaali barflhraa. 

Die TaagaalaD aa dia coniacba Palaie alaea Panctaa i abd 

nach Nr. 104^. die einzigen Geraden, denen gemeine zweite 
Polaren entsprechen, die durch i gehen. Dieser Kegelschnitt 
hat aber 6(n — ])(n — 2) Tangenten mit der Curve von Steiner 
geroein, so dass die Reibe der gemeinen zweiten Polaren — 
wom Garadea — , die aiae vterpaactlga Barfibmag mit dar Cbrve 
wo H09se eta^ben, van ladax 6(ii— let 

laC ü eiaa Dappaitaagaete der Carre vaa SiHutr, aa 

bat dia gameine zweite Polare von B mit der Corve von H$990 
swel TlerpeBctiga aad 3(ia-<'3)*~4 awei|iaacliga Berfibraagea. 

lat eadifcb R elae WaadataageBta der Canra van 8tHmer, 
so hat die gemeine swdte Polare von B mit der Curve von 
Hesse eine sechspunctiga and aaaaardam 3(ft— 2)*— 3 awei- 
paactige Barfibraagaa. 

128. Gerade Linien, deren zweite Polaren einen 
Doppel punct beaitten. Wie sind die Geraden bescbafen. 
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dereo g«iii«iBe ivreite Polaren einen Deppelponct becitsen? 
Da 4ie geaeiM siraM» Pebm «iMr Gendea M der Ort i«r 
Pele bt, deren conieeke P^Urm A bertttm, so int w, wenn dto 

iweite Polare einen Doppelpanct haben soll, notwendig, daas 
die coniacbe Potare mit X mehr als zwei Pancte gemein habe, 
daa heiaat, daaa nie eine coniaehe Polare aei, die sich in svrei 
gerade Linien ssfitet, deren eine it iat Daraua folgt: 

Lehrsatz XIII. Die Geraden, deren gemeine wweUe 
Polaren mit einem Doppetpuncte entsprechen, sind di^je- 

der gemeinen weiten Polaren dieeer 0erm4m eM e§em 
dieee tkmete der Omree eom Eeeee, 

Die gemeine sweite Polare einea beliebigen Punctea i 
achneidet die Curve von Heete in 3(n — 2)* Puncten, den Po- 
len Ton ebensovielen couischen Polaren, die durch i gehen, 
deren jede ana dem Syatem zweier Geraden boatoht Darana 
folgt: 

Lehraata XIV. Die Geraden, welche die coniechen 
JMrM der fmete äer Cnree mii Eeeee dereMem, wer- 
den 90» etaer Gtree der 3(ii-^Mffi CUieee umMUU. 

129. Ort Pvaetea, dessen coniselie Polare 

in ein einem gegebenen Kegelschnitt conjogiertes 
Dreiaeit eingeachrieben ist. Die gemiachte zweite Polare 
zweier Geraden il und R iat der Ort der Puncto, fflr wd^e 
die Taegeaten» die am em Ihre Barieahe Pelart wem PMele 
Ji'jr aaa lege» kerne, «it dieaea Gavadea luMMoiache Stm> 
lenbOschel bilden. Solche coniaehe Polaren erzengen eine Reibe 
▼OB index 2(fi— 2)*, da dieaea die 2^hl der Puncto iat, in denen 
die erwfibnte gemiachte zweite Polare von der gemeinen zweiten 
Polaro einea boiiebigeo Panctes geschnitten wird. Nach fit. 85. 
gibt ee aiae oater diaaen Kegelacliailtea 4<»-2)*, die eiM 
Mabig« Cbiada lierttNo. 

Nea aei ehi beHeMger Kegelachaitt C gegebes, und maa 
veriaag«^ daa Ort alaea Paaetaa aa berttauiea, daaaea caalaBha 
Polare in ein der Cotto C conjngiertea Dreiaeit eingeachrioboo 
aeL Ea aei « ab beUeUgar Paaet, aad Ä db gerade Polare 
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voo « ia Benf mFC Es gtbl wtm 4(«— Sy* coBhdie Mwmi, 

die A «nd swei sich io a schneidende Gerade berühren, die 
in Besug auf C einander conjogiert sind, das heiszt 4(» — 2)* 
conische Polaren, die zu C conjugierten Oreiseiten eingeschrie« 
ben sind, deren eine »Seite A ist. Die conischen Poiareii die 
4 btvBhfm* idiM al»«r ihm Pole uf dar fmeiMa swiitMi 
Mwe voB M dsM daher der gMvdito Ort 4(fi— S)* Paacto 
mit der gemeinen zweiten Polare einer beliebigen Geraden ge- 
mein hat Dm lieiwi» er iet eine Cnrre der ^i|o2)-tea Ord« 
nuDg. 

Hat ein dem Kegelseheitt C conjogiertes Dreiseit einen 
Scheitel o auf dieser Curve, so fallen zwei Seiten mit der Tan- 
gente zusammen, und die dritte ist eine beliebige durch o ge- 
legte Gerade. Geburt dieser Punct o der Curve von Stei' 
n0r es» das h^ei^ iet ü der Doppelponet dar ceniaclieo Pelere 
rinee Pnnctes p der Cnrve von BetMe, so kano dieaer Regel* 
achnitt als in dieaee Oreiaeit eiogeaehriebeii betmeklet werden. 
FelgUch eotatebt: 

Lehrsatz XV. üer Ort eines Jhmeiu, äei§en eomtttkt 

Polare t'n ein einem beliebigen gegebenen Kegeltchnitt 
cot^iugieries Dreiseit eingeschrieben ütt, ist eine Curte 
der 2(n— 2)-^ Ordnung, weiche die Curve von Heete 
in den Pumeten eckneidet, die den Durckeeknüteptmeten 
äer Omr9€ M» Steinet mit dem fe§e$enen MegettekmUt 
entiift te i te n» 

IHeae Cerve der S(»— 9)-lea Orineng lat» wenn der ge- 
gebene K igd aa bn ltt ia ein Paar gerade Lialea degenerier^ 
nichU Andaiee» ala die ganiachte awaite Polare eben dieeet 
Geradea. 

Haeni jeden beliebigen Kegelschnitt ealapridkC daher elae 

bestimmte Cnrve der 2(n— 2)-ten Ordnung, und gemiss dem 
Theorem in Nr. II 1/1 ist augenbliciclich klar, dasz allen Kegel- 
acbnitten, die demselben Viereck umgeschrieben sind, ebenso- 
viale Corren der 2(»— 2)-ten Ordnung entsprechen werden» die 
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Ale Cwurwem ven Heaae und Cmjlej elacr Carve 

dritter OrdAUBir* 

130. Nlliere Bestin«««f 4er sv betrachteDdeD 
Corven dritter Ordnung. Wir wollen jetit die im Vorher- 
gehenden anseinandergedetzte allgemeine Theorie auf den Fall 
anwenden, dasz die Fundamentalcurve von der dritten Ordnunff, 
aleo eine Curve Cj sei, die «vir ohne tielfacbe Puocte voran«- 
•etaan* Damia Tolgt dann mdi Nr. 70.* daas rie t«o dar seck»- 
ten CUute i»t, und naab Nr. lOOl» daas aie m» HM^iMCfr 
baailst. 

a. Gerade und coniacbe Polare eines Puncto«. 
Jade Garada hat vier Pele. Jeder beliebiga Penct iaC nacia 
Nr. 68. dar Pol dner aoniadwn ond einer geraden Palare. 

Durch zwei beliebig gew&hlte Puncto gebt nach Nr. 77 a. 
aar eine einsige eeniaebe Palare. Alle ceniaahen Paiaren* die 
dnreb einen Pmct o gaben, liaben neeb drei andata Pnnele «i» 

e^ 0g gemeinschaftlich, und ihre Pole liegen almmtHch auf ein 
und derselben Geraden, welcbe die Polare ainaa jadaa der 

vier Puncto o, Oi, o^, ist. 

Eine Gerade hat daher Her Pole, und zwar die Scheitel 
des Vierecks, das den coniacben Polaren der Puucte dieser 
Geraden eingeschrieben ist. 

Alle Gacada» die doreb denaelbaa Pnnct o gelten, balien 
Crew**«, Mmm CtorvM. 14 
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Nim Pole anf einem K^lsebniltet der naeli Nr. 60c. die co- 
■iecfce Pelare Ton 9 Ist 

k, Gemieehte svreite Pelare eweler Penete. Die 
gerade Pelare ehiee Poectee o' ia BesoK enf die eenieclie Pe> 
Ure eieee aedern Pooeles o T^illt nach Nr. G9c. mit der geradeo 
Polare Ton O in Bezog auf die conische Polare von o' zosaro- 
nen. Daraas folgt, dasz, trenn man von 0 die Tangeoten an 
die conieclie Pobre von o' und voa o' die Tangeoteo ae die 
eeaiaclie Pelare vea o legt, die vter Bcrfllirang«puDcte in ein 
■ad deieelben Geradea liege«, die nach Nr. I23L die gemladUe 
flMÜe Mar# der Paede o nad iet 

e. Die Fundaroentalcorve ist ron der sechsten 
Claeee. Vea eieen tidieldgee Paaete c der Elieee kaan man 
im Aligeneinen sechs Tangenten an die gegebene Cvrve dritter 
Ordnung legen, da dieselbe eine Curve aechster ('lasse ist 
Die sechs Uerülirungapaocte liegen alle anf der conischen Pe* 
lere des Punctes o. 

d. Der Pnnct 0 als Pnnct der Fnadanentalcorve. 
ist o aber ein Puiict der Curve dritter Ordnung, ae wird diese 
in ihm sotrol von der geraden als von der conischen Polare 
dceeelben Punctes berührt In diesem Falle gehen von o nur 
vier Gerade aoa, welche die Cmtw dritter Ordnung in andern 
Pnncten berühren. I>ie Berflbrungspuncte sind nach Nr. 71, 
die vier Durchachaltlepnnete dieaer Carte mit der ceoiadMn 
Polare von O. 

131. Das anharmonische Verhältnisz der vier Tau» 
genten, die man von einem Puocte der Fundamental- 
enrve aa dieeelbe legen kann, iet eenetaat Ee eel • 

ein Pnnct der Cnrre dritter Ordnung, welche die eenfaiche Pe- 
lare dieses Punctes an!>zer im Berflhniii<*»piincte 0 noch in e, 
C, d schneidet, »o dasz also nach Nr. 130 J. die Geradeo 
0(e, ö, c, d) die Tangenten der Curve dritter Ordouog io den 
Puncten a, ö, c, d sein weiden. 

Nach Nr. 30. wird eine Tangente von der unendlich nahen 
Taagenle in ihrem BerQhrongüpuncte geschnitten. Ist alao 0* 
der Pnnet der Graadcorri^ der «nadMbar aal • felgl;, ae ilad 
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die Geraden o'(a» c, d) die vier Tangenten, die man darch & 
legen kann. Da mii die eonieebe Pelare m 0 die Cvnr» driU 
ter OrdmiBg In 0 berflkrt mnd^ma, $»e, d nehneidet» m liegen 
die sechs Puncte 0, o\ a, b, e, d alle auf demselben Kegel» 
schnitt, Hag hei^üzt nach Nr. 62., die beiden Oui*cheI 0{flfb,Ctd) 
und o'{a, b, c, d) haben dasselbe Doppelvcrhältnisz. Damit ist 
beniesen, Uasz dos anharmonische Verhfiltuisz der vier Tan- 
genten, die man toq einem Penete 0 der Pandamentaleurte an 
dieaelbe legen kann, aidi nSebt Terinder^ trenn imii snn nn« 
Mittelbar folgeadea Ponde übergeht Dan gibt den Sals: 

Lehreata L Jta» mJutniimäsdIe VerkäUatai det Bth 
JcAe£r der vier Tangenten^ die man fO» einem beHebl§9n 
Puncte einer Curve driuer Ordmof m die§eiäe iegen 
äamt, ist coneiatU*}, 

o* Die Darcbeehnittapenete der Tangenten sireler 
Penete der Fandamentalcnrvc liegen auf vier Kegel- 
schnitten. Aus dem Vorher;;ehenden folgt, doss, trenn 
0(a, ö, e, d) und 0'(a', b', d') die beiden Taiigcntenbüscbel in 
Bezug aof zwei beliebige Puncte 0 und o' der Carve dritter 
Ordnnag aind, die vier Puncte, in denen die Tangenten dca 
ernten BOachele die entaprecbanden Tangenten den »reiten 
BQschels schneiden, nach Nr. 62. auf einem Kegelschnitte l]^;en, 
der durch 0 und o' gebt. Die Tangenten kOnnen sich nun aber 
auf vier verschiedene Weisen entsprechen, da nach Nr. I. das 
Dopitelverhältnisz des Büschels o{a, b, c, d) mit denen des Bfi> 
aefcele o(ö, o, d, c), o(c, d, a. 6), oiß, c, b, a) Idenllaeh iat Die 
eeelmelNi Penete niae, in denen die vier Tnagenten dnreh « 
die vier Tangenten durch & schneiden» Degen aaf vier Kegel* 
achnitteo* die dareb e und e* gelien. 

b. Doppelverbältnias einer Curve dritter Ord- 
nen g. Dan tfHifoiif» anbanneeiaebe Verbiltnin der vier Tan- 
genten» die von ^nen beliebigen Puncte einer Curve dritter 
Ordnung an diese gelegt werden kSnnen, kann man AWpAirer- 
Aäitniem der Carte driiier Ordnung nennen. 
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Ein« Curve dritter Ordnung beiszt harmonisch, wenn ihr 
anh&rmonisches Verhfiltnisz die negative Einheit ist, das beiszt, 
wenn die vier Tangenten, die von einem beliebigen Pancte der 
Conre an sie gelegt »erden können, ein harojonischea StraleD> 
Miaehel bilden. 

Eine Curve dritten Grades beisxt äguianharmoniseh, sobald 
das Dop|»clvcrbültnisz derselben «ine imaginäre dritte Warsel 
mm der iMfAffm StnkeÜ Im*, dM bebst, wenn die vier dnrch 
einen ihrer Ponete gelegten Tangenten die drei anharmom'tckem 
0nmä9€rkäUidne noter einander gleieb haben (M. s. Nr. 27.). 

13"2. Die Carven von He8«e ond Steiner fallen 
zusammen. Besteht die conische Polare eines Punctos o an» 
ein Paar Geraden, die eich in 0' schneiden, so i«t umgekehrt 
nach Nr. TR. die eeoiscbe Polsre von o' ein Paar in o sich 
sebneidender Geraden. Felglich ist der Ort der l)oii|»ei|)nncte 
der cenischen Polaren, die sich In Paare gerader Linien auf- 
lösen, auch der Ort ihrer Pole, das heiszt nach Nr. 88. und 90., 
die Curven von Steiner und von Hesse sind ein und dieselbe 
Cmve der dritten Ordnung. 

a. EinhQllende der Geraden 00'. Auszerdem irirdp 
da die Gerade 00' der Ort ztveier Geraden ist, ivelche die bei- 
den Puncte O und o' der Curve von Hesse mit den entspre- 
cbeoden Puneten O' und o der Curve von Steiner verbinden, die 
Blnhfillende von MK, die den allgeiielnea Theoreme In Nr. W. 
genlss von der seehsten Classe sata soll, skA in nnserm Fsllo 
ao( die drille Classe redncieren*). 

b. Die Curve von Hesse eines Netses zweiter Ord- 
nnng. Die Pnncte o and 9^ sind nach Nr.OB^. conjugierte . 
HU hl Besag auf irgend eine cenische Polen, weiche ein 
geonielrisehes Nsta sweiter Ordnnng bilden. Daher entsteht: 

Lehrsnis 11. Der Ort 4itrtwre vomBUen, üe tnBe^ 
«i§ oMf dU Oirwen eines Neite» tem KegeisdMUen CM- 



*} Ca^ley, Mimoirt aur Us courbej du tromkau ordre (Joonal de 
M. Xt'svvi'»«, aoil lt44, p. SM). 
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juiterttinä, Ut eine Curve der dritten Orämmf (Die Ourve 
W0m Eeeee dee Neiaee)*). 

e. Die Curve tod Uesse al« Einbauende der gcra- 
den Pelaren ilifer Pnsete. b der nllgeaeinea llwetie 
Nr. 11& and 1S7«. Ist bewiesen, dass die Corve veo Steiner 

in einem beliebigen Pancle von der geraden Polare des ent- ' 
sprechenden Punctes der Curve von Hesse beröhrt wird, und 
dasa die zweite Polare eines Pooctes der Curve von Steiner 
die Cunre von Heese im entspredieDden Puncte berahrt Im 
Falle der Carve driCtor Ordnnng rsUaa dleaa beiden Elgenscbaf- 
ten ia eine sasaaaiaB, aiBilicb dahin, daai die Tangente der 
Curve von Hesse Ia o die gerade Polare von 0' ist. Oaraas 
folgt: 

Lehrsatz III Die Qtrve von ffesee iet die EtnkBi' 
iende der graden Polaren iärer Fimete. 

Dieser Lehrsatz lä^zl die sechs Tangenten baattauaai^ die 
man von einem beliebigen Pnncte i an die Curve von Hesse 
legen kann. Die geraden Polaren, die durch i geben, haben 
ntmlicb ihre Pole auf der conischen Polare von i, tvelcbe die 
Curve voa Beeee Ia aacha Ptaaatea acbneidet, daran jedar ala 
gerade Pahna ahia Taagaate dar Carva vaa Meeee bat, die 
durch i geht. NatOrlicb liegen die Beriihrongspnncte dieser 
sechs Tangenten auf der coniscbeo Palare von i nach der Curve 
von Heeee genonunen. 

133. Tangenten derCurve von Mease in zivei con- 
jugierten Polen. Es seien (Fig. 8) 9 and & sivei in Bezug 
auf die eoaiaebaa Palaraa aaajnglarta Pole, dana iet die ca- 
ttiaebe Polare voa 9 daa Syaten sir^r Geraden ek and cif, 
dia ^ch in 0' schneiden, und die cooische Polare von O* irird 
aus zwei andern Geraden ad und bc gebildet, die sich in o 
schoeideo. Schneiden sich diese beiden cooischen Polaren 
gegenseitig io a, 6, c, so sind dieselben nach Nr. 130a. die 
Pala der Geraden a&t «ad dia Geraden me oad daraa Onrch- 
aebaittapnnct « sei, bilden die coaiacbe Polara ainaa Paaetea 
et, der aaf dar Geradea «o* liagt Dia Paacta « aad «* niad 



*) Htstt, Utbtr dit WmiqmncU «.«.». S. 105. 
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Mer swel new cv^}tglcrto Pole, nd tf* kt dw drill» Dvreh- 
•ckaittepuek der Corve vm B999$ mSi 

NeA Ilr.69d.fllllt die gerade Polare tod & beiogeo enf die 
Poedementelcarye mit der Polare von & in Beeng eef den Ke> 

<;elächnltt zusammen, den die beiilen Geraden ad und bc bil- 
den. Folglich Ut nach Nr. 132c. ou , die Tangente der Curve 
von Hesse im Punclc o, der zu oo' cnnjugiertc liarroonUciie 
Stral in üezug auf Oi^ und bc. L)ie»e Li«;en8cbaft kann man 
eaeh ene dem Tlieerem In Nr.lS?^. beitdien. Dem enal^ 
toi 0*11 die Tengente der Corvo von tt€99€ to «*. Hienuw folgt: 

Lehrsatz IV. Die Tangenten der Curve von Uesae 
in wmei eonJyglerttn Mem o und o* 9eMneiäen 9leh In 
tinem ntnetß Heger Citrve, der der eonjugierte IW dee 
dritten DurchseknUtepun^ee dereeOen Gare mit der 
Oeraden oo' iei, 

a, Correepondierende Pencte einer Corvo dritter 
Ordnnng. Zwei Pnnelo einer Corve drüter Ordoeng hdetea 

«errespondierende Puncte, sobald sie deneolben TengontinI» 
punct haben (m. s. Nr. 3\)b.), das beiszt, trenn die Tangenten 
in dieaen Puncteo die Curve in demselben Pancte acbneideo. 

Indem wir uns dieser Bezeichnung^ bedienen, kßnnen irir 
sagen, dasz zwei in liezn^ auf ein Netz von Kegelschnitten 
eonjogierte Pole correspoudiereiide Puncto der Corvo von Hesee 
dieses Netzes sind. 

b. Curve von Caj'ley der Fii n daroentaicnrve. Da 
die geraden Polaren von O und o' sich in u schneiden, so nird 
die conische Polsre von u durch o und 0' gehen. Da aber 
II ein Pnnet der Corvo von tte99e ist» so besteht seine eoniedio 
Polare aus der Geroden Mr* und einer eweiteo Gereden dureb 
W. Daraus folgt: 

Lehreats T. Eine Gerade, die twci eonfngterie Fole 

0 und 0' verbindet vnd folglich die Curve von IJesse in 
einem drillen Punct e u' schneidet, bildet einen Teil der 
conischen Polare des Punctes u, tceicAer der confugierte 
Pol dee Punctee tet. 

Die Gereden» welcbe die cooiecfaon Polaren der Puncto 
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4m Csrve Ton KM«», n-erden nadb Nr. ttBl von etaat 

Carve dritter CUsse nnMIt Diese fillt nan mit der ElnbflI- 
lenden der Geraden zannimen, «reiche zirei correspondierende 
Poocte der Conro voo He»»e mit einander verbindet (M. e. 
ür. 133«.)* 

Diener Corvo geben wir den Namen Cune ton Cay/ejr 
der gei;eb«kett Cnw» dlrUler Onhinii;, ra Ebfm des berfthmten 
Cüfleft ^ In einer eciner cleganteetea analyliaclien Abhaeil» 
langen die inferessanteete« Qgent^alleii deraelbfl« Merst aof* 
fand and bewies*). 

c. Tangenten von einem Puncto der fleaseecben 
Carve «n die von Cayley. Die Taegentea, die auui ven 
eloem Panete o der Curve von nette an die von Caytej/ 
legen Icann, sind die Gerade, uelche o mit seinem conjugierten 
Pole & verbindet, und die iieiden Geraden» welcbe die cooiacbe 
Polare von o' bilden. 

A Andere Erklirong der Cnrven von Heeae asd 

Cayley. Sind a, 6, c, d die vier Pole einer Geraden R, so 
bilden die Geradenpaare {bc, ad), (ca, bd)t (ab, cd) drei coniscbe 
Polaren, deren Pole auf^ liegen. Die Durcbschnitl9puncto die* 
oer drei Paare gerader Linien gebSren aUo der Cerve ve« 
B€9»9 an. Das gibt den Siits: 

Lehrsatz VI. Die Curve von Reste ist der Ort isr 
Dia§onaipuMCte, und dif Oave 90m Cagiejf 4t9 EMU» 
«nute der Settern de» voUstämitgen mrtdte, deeten vier 
Seäeüel die Foie eimr Miebigen Clerade» MMm. 

134. Vierseite, deren Seheitel correspondierende 
Puncto der Curve von Hesse sind. Es seien o, €t\ 
b' zwei Paare conjogierte Pole; e der Durchscbnittspunct, der 
Geraden ab und ab"; C der der Geraden und ü'ö. Dann 
•ind 9^9 b, K 9, ef die aeehe Sdieilel einen vellelladlgen 
Vierseits, und da nach der Voranssnisang die Endpuncte der 
beiden Diagonalen nnd W in Bns^g anf eine beliebige co- 



*) A Ummr m cwta of tk» third crdtr (FhilOiepUesl TraaMctioiM, 
voL 147, perti, Loedon ISST, p.4l » »« t t)b 
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Mische Polare coojagterte Pole sind, so «iod Midi Nr. 109. auch 
die Puncte C und c' conjagierte Pole to Bflsqg Mlf da« niM- 
licbe Netz Kegdschoitte. Daraus folgt: 

Lehramts VII. Sind a, b, e ärei Puncte der Curce 
von Hesse in gerader Linie, so bilden die drei Pole a', 
b'f &, die ihnen be%üglick conjugiert sind, ein Dreieck, 
desnen Seiten b'c', c'af, a'b', respecUve durek a, b, c gehen. 

Hieraus ergibt sich, dasz, nenn zwei conjugierte Pole a 
und nnd eio dritter Pnact b der Carve von Hesse gegeben 
aind, ea, m ätm conjugieffiM Pol f sii iaden, geoOgt, dia dtnip 
das nad te* a« aiebaa. Diaaa adteaidaa nimlidi dia Carve 
neuerdinga in c ood c", nnd der gemeinschaftUcke Peaet dar 
Garadaa eaf aod €fa lat dano dar Tarlaagta*). 

a. Involution der Verbindungslinien conjugier- 
ter Pole mit einem Puncte der Cnrve von Hesse. Die 
Ganidaa» die man ron eiaem lieiieUgaii Paaete 0 dar Carre 
vea H€9Me nach den coojugierten Polpaaren sieben kana, bil- 
den eine quadratische Involution. Schneidet nfimlicb eine be- 
liebig durch o gelegte Gerade die Curve von Hesse in a und 
b, so liegen die conjugierten Pole und b' dieser Puncte ebea- 
faila mit o in gerader ttinie. Die Garadaa M md 0tfif aiad 
alao ia der Art mit aiaaader verbanden» daaa die eine die an* 
dere» nnd swar nur anf eiae Art baaUnuBt FelgUeh n. a. w. 

b. Umlcehrung des Vorigen. Sind umgekehrt sechs 
Puncte a, at\ b, b'; c, c' gegeben, so bt der Ort eines Pun- 
etea 9, Vkt weleben die Puire van Geraden o(a« er), i^h, b% 
0(c, c*) in InvolatioB atebea, eine Carre dritter Ordnung, Üb' 
welche a nnd o*, b und ^, e nnd e* cerrea|MHidiereade Pnacte* 
liaare voratellen**). 

135. Die Curve von Cayley als Ort der verbunde- 
nen Pole der Puncte der Curve von Hesse. Wenn zwei 
dar vier Pole (nartomCnw alaar Geraden In aiaen alnsl- 



*) Maclaurin, o. a. O., p. 224. 
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gen Punct o sasammenrallen, so gebCrt dieser Panct nach 
Mr. 90^. der Corve von Eetae an, und alle conischen Polaren, 
die durch ihn hindurchgehen, haben in ihm dieselbe Tangente 
00'. Es seien ouu (Fig. &) 0| und o^ die beiden andern Pole 
der gwadta Pobi» (#%) Ton das heisst, es «eim «i md 
#s die Puncte« fo d«iMO dto Geraden {ad und 6c), welche die 
conische Polare von o' bilden, die Gerade schneiden, welche 
durch Ii' geht und mit oo'zasainmeo uacb Mr. 133^. die couiscbe 
Polare vou u bildet 

Zir«l der Tangenten, welche nacb Kr. 133 A voa 0| »■ die 

Curve von Cayley gele;*t werden können, Tallen mit o^o zu- 
sammen, und die dritte iüt o^o^. Ebenso fallen von den Tan- 
genten, die man von o^ an die Cayley sehe Curve legen kann, 
swei mit o^ iumbiimq nnd die dritte Ist o^Oi. Folglich be- 
rflbren nach Nr. 90^ die Gendee 90g und 4M^ die CTorve ven 
Cupiep im 0t. md o^ 

HIereae feigt aach Nr. lOOw, daaa die Corre vea Capiep 
der Ort der verbaadea Pole der Paaele der Gorve von Bo990 
iat Daa heiasts 

Lebraats VIII. Bowept oteh ohte ger^do Maro oo, 
dornt sie die Curve von Hesse eüMU^ SO durchlaufen meH 
ihrer Pole, die in einen Punct %usammenfaUen, die Curve 
von Hesse selbst, und die beiden andern von einander 
rerschiedetten Foie beschreiben die Curve von Cayley, 

SU Taageatea fea elneoi Panete der Garre vea 
Ueaae an die Curve von Cayley. Man bemerke noeb» daaa 
von einem Puncte der Curve von Hesse drei Tangenten an die 
Curve von Cayley gezo<»en werden kOnnen, nämlich o(0|, 0^, 0*), 
und dasz von diesen die beiden 00^ und 00^ sich derart entspre- 
chen, dasa die durch ihre lierührangspuncte gezogene Gerade 
ejfls eelbat eine Tangente der Cnrve ven CmpUp iat. 

b. Die Garve von Cayley ist von der sechsten 
Ordnung. Diese Gerade, die durch u' geht und mit 00' die 
conische Polare von u bildet, schneidet die Curve von Cayley 
nicht blos in 0| und o^ den verbundenen Polen vou 0, sondern 
aocb ia 0| und o«, den rerbnndenen Polen von 9^. Da nun 
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diese Gerade «ioe Tangente der Cnrve von Caplep Ut, eo 
folgt aogenblicklidi, data diOM letale Cirte ven der eeeheten 

Ordoaog iat 

Die« liszt sich auch noch auf folgende Weise zeigen. 
Dorch einen Punct i laazen sich oach Nr. 132c. sechs Tangen» 
ten au die Curve von üesse legen. Jede dieser Geraden hat 
twei in einen Psnct derMliwn Cnrve von B0999 aoaammsn- 
blleade Pole, und folglidi liegen di« ülwigen awSlTM« nnf der 
Cnrr* Ton CMjfieif, Aber die Pole der Geraden , die durch i 
gehen, liegen alle auf der conischen Polare von i, diese schnei- 
det also die Curve von Cayley in zirülf Puncten, uoraus sich 
ergibt, dasz diese von der seclisteD Ordoaug sein musa. 

9» Bnrmenlnefce Eigenschnft der Verbindung« 

geraden zireier conjugierter Pole. Aus dem Vorherge- 
henden ergibt sich, ila^z, trenn 00^ eino Tangente der Curve 
voB Cayiey ist, der Üerührungspunct ein dem Poucte o der 
Ctirve von 119999 rerbondener Pol ist, der in derselben Gera- 
den liegt, ohne dann jedoeb ancb «ein cerreopondierender Panel 
o' in derselben sich befindet. Ilezeichnen nir also dnreb 0 des 
BerQhrungdpuiict iJer Geraden OC' mit der Curva VOtt Cm9i9W, 
so ist 0 ein dem^Puncte W verbundener PoL 

Es sei n' der drille Darehsebnittsponct der Curve von Iles99 
mit vu\ und es sei n der conjogierte Pol von n'. Die Gerade, 
n-ciche durch n' geht und mit uu' die couiscbe Polare Ton U 
bildet, schneidet dann 00' im Puncto 0. 

Nun geht ilie gerade Polare von n in Bezug sof die conische 
Polare von 0 durch C; tiieser Kegelschnitt i«t daher ein Paar 
in & sich schneidende Geraden. Aber die gerade Polare von 
o in Besag auf die eeniseha Polnr« von • fliilt oaeh Nr. 130^ 
mit der geraden Polare von 0 iu Uesng auf die coniscbe Polare 
TOB n susammen, das heisxt, in Bezug auf das System (traf'» 
a'C). Der Pol 0 und die Puncte tt', c, ff, in denen die Gerade 
00* den Kegelschnitt und die gerade Polare, die «vir oben cr- 
nftbnten, trifft, bilden also nach Nr. 110«. ein liarmonisches 
Panctsysten. Daraua folgt t 

Lehrsatz VX. Die Gerade, die uoei conjugierie Pole 
99rlriniet, mrd durch 49n OritUH Diireä9ekmU*pimei mit 
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99» C99t€9 k urwMnttfk §9$tUt*)» 

130. PolocoDica einer Geraden. Die Einhüllende 
der geraden Polaren der Puncto einer ge«»ebenen Geraden R 
iet ein Kegelschnitt, der auch nach Nr. 103. der Ort der Pole 
der conischen Polaren ist» die R berühren« oder auch nach 
Nr. ISS. der Ort der Pele ven ü Sn Bcsuf anf die ceniedle« Po- 
bren der Puncte von J7. Uieeea KegeleehaiU* der der alife- 
ineinen Theorie in Nr. 104. geniSsz die gemeine zn elte Polare 
▼on R ist, ^Verden wir im Torliegendeii Faile luirz die gemtimf 
Polocotäea der Geraden R nennen. 

Weitere Derieltle« der eeeiaeben Pelere. Die 
eeiriecle Polare eines Punctes i Icann Meter als Ort der Puncte, 
deren gerade Polaren durch i geben» nach Nr. 104^. auch als 
Einhüllende der Geraden definiert werden« deren Peloeooilcen 
durch i gehen. 

b, Nene Definition der Cnrven ron Hesse ued 
Cayley. Die Geraden, deren Poloconiken einen Doppelpunct 
haben, stellen nach Nr. ]4S. die conischen Polaren der Puncto 
der Curve von Hesse vor, das beiaat, aind Tangenten der 
Curre Ton Cayief, 

Wir betrachten wieder die Gerade 00' (Fig. 8) und wollen 
die Pulocouica als Ott der Pole untersuchen, deren coniscbe 
Pebren ee* lierOliren. De die W ein Teil der conieclien Pe- 
lere vee « let, ee moei eacli Nr. 128. dieaer Pnnet ftr die fe- 

enchte Poloconica ein Doppelpunct sein« Auazerdeni bat die 

conische I*olnre cineü jeden der Puncte 0 und 0' zirei zusam» 
Ricnrullcride Puncte mit 00' gemein, so dasz folglich die l'o- 
locouica dieser Geraden durch das Paar gerade Linien UO und 
•e* dargestellt iet 

Uieraus, sehen trir, folgt also: 

Lehrsatz X. Die Curve ton Hesse ist der Ort der 
Dofßeffumte der Maeomikem, die sieh immset Gerade emf» 
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Uitem, m4 Ut §Md»»eUig die Einküiiende dieser Geraden. 
Die Curve von Capley Ungegen ist die EtnäUUende der 
Gereiäen, derem FMoeotäke» öeirMckiet wurden*), 

c. GftiDltchte P«lo€oiiica swelor Gerade«. Der 
Ort «iiics PmetM ia Besag a«f desiMi coolflcfae Polare swd 
Giiade Jl and R conjugiert siod. ist ein Kegeläcboitt, — nmdi 

der alli»»!raeiiien Theorie die gemischte z»veitc Polare von R 
und R — , den man gemischte Polocoräca der Geraden Ji und ff 
neooeD kann. Dieselbe ist such nach Nr. 125a., ö. der Ort der 
Pol« «inor boTiabigao dioMr btidea Goradon io Btsog «nf dit 
Rooiscben Polaron der Paoete der aadero. 

d. Fortsetzung. Die gerade Polare des Durchschnitts- 
punctes zweier Geraden B und R berührt die gemeinen Polo- 
coniken dieser beidea Geraden in svrel Poncten, die oacb 
Nr.liSe. aaf der gemlecbtoo Poleceidca dieaer beiden Gera- 
dea liegen. 

137. Jede Poincnnica berührt die Cnrve vonHeaae 
in drei Paocten. Nach Nr. 122. and Nr. 127. folgt: 

LebraaCa XI. IVetim etme Oerade R die Cm^e 90» 

Hesse in den drei Puncten a, b, e schneidet, so berührt 
die Poloconica von R diese Curte in den drei eonjugier" 
ten Polen a', b' e' dieser Puncte, 

Daraus folgt, dasz, uenn R eine gew«'>hiiliche Tangente 
der Curve von Hesse mit dem Beriihrungspuncte a ist, und 
dieselbe nochmals einfach in b schneidet» die Poloconica von 
Jl mli der Corre von Hoooo In dem eonjugierten Pete ven 
n, eine vierpnaet^e, and ia deai coaJagiMten Pete voa 
dne zurelpunclige BerQhrnng eingeht. BerAbrt aber R die Carve 
von Hesse in einem Wendepuncte a, so hat nach Nr. 127 </. 
die Poloconica von R mit dieser Curve eine seclispnnctige Be- 
rfihrung in o'. 

a. Eigeaechaften der Berahrangspuucte. Die eecbt 
Berfibrongapnnete der Curve ven Hoeoo nit den gemeinen 

*) Cajflfg, A Memoir on curv** «ic, p. 492. 
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Folo€oniken zweier Geraden liegen nach Nr. 127. sämmtlich aar 
der gvmiselitefli Poloeonks beider Ceraikii. Daraira folgt t 

Lehrstaz XII. Schneiden wei Gerade die Curve von 
Hesse in sechs Punclen, so liegen die cottjvgierien Pole 
dieoer Oerodom mf dma^bom KegoMmitt*)» 

Lebraats XIII. Legt man durch die drei Puncle, in 
doMon die Ckroe oon Heooo oom einer Fotoeoeiee keHUart 
wird, einem beHeHgen useiten MegeleekmUt, eo trifFt dU- 

ser die Curve von Hesse in drei neuen Puncten, in denen 
dteseibe von einer uoeUen Potoeonica berUhri wird* 

Wir Mh«ii In Nr. 196^.» donz, wenn • and (Fig. H) x«rei 

conjagicrte Pole ^ind , in denen die Curve von Hesse von 
Geraden berührt wird, die sich in u acbneidci), die^c beiden 
(xeraden die {gemeine Poloconica von 00' darstellen. iJie^ie Po* 
loconica berührt die Curve von Hesse iu u, 0, o'. Die letzten 
drei Pnncte altfo und drei Ihnen nnaloge liegen immer anf ein 
ond demeelben Kegelaelimtt. 

b. Conische Polare eines Punetcs der Cum» von 
Hesse in Uezug auf dieselbe Curve. Die vier Tangen- 
ten, die man von u au« nach vier andern Puocteu der Curve 
▼on Beeee ileben kann, bilden nacb Nr. 130^. die beiden ge- 
meinen Poloeoniken der beiden Geraden, die in u( »leb scbnd- 
dead die eoniache Polare iron « daratellen. Die Beriihrunga- 
puncte dieser vier Geraden liegen auf einein Kegelacbnitte, der 
nach ^r. 130tf. die Curve von Hesse in « berührt, aaszerdcni 
fiegen aber die Berübrangsponcte der Curve von Hesse mit 
den gemeinen Pelecenlken tireier Geraden uf der gemlaebten 
PelecoBlea dleeer Geraden. FolgUcb ersebeint der Sels: 

liebraats XIV. Die conisehe Polare einee Puneics u 
der Cwree eon Beeee in Beamg eefdieee nämUeke Carte 
fUU M der geaUeekten Foioeünlen der beiden Oeraden 

*) AlIgflOMioer gttt aadi Nr. 119. der Satt: 

SOmUh «m EtgeltOaitt dit CWv« vm He»*« m «<cA* AmM», 
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welche in Bezug auf die 
tOHiMCke Mare von u äarsUUem, 



138. Beigeordneter kegelschnitt Eine beliebige 
Transvervale, die durch den festen Pol O gezogen ist, schneide 

Fndaoietttalciir?« dritter Ordnung in a, , a^, und die 
coeiMke Polare von 0 In und m^. Auf derMlbM TrMi- 
versale suchen wir nim die beiden PoDCte Mg muä ireleke 
doreh die Gleiebsegeo 



(I) 



dmefc die qnadretieelie Gletebeegs 

Nach dee Rebtieecii aber» die eech f. 3b sfriaebee drei 
Pmeten ai, ai» und ibreo baraeeiecben Mitlelpmcte« % 
md beetebco, crbAlt mukt 

#Mi .OMt 3\oaa. OOa OOa.oai oa| .OOfJ' 

so dass die Gleicheeg (SO «Mb felgeedeneeeien geeebriebee 
werdeo kenn: 
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wir 4(e TimMvciMl« «ich um o drehen, so Kird 
der Ort der PwMto Wt md «Im Cmf sireiter Ordnung 
sein, die man ^eordneiM Se^eMMit (comitu «atellUM 
des Poles 0 neiuteo kaan*). 



Fallen die Poacte oM 4% sBieni»en, da» kelett berOhrt 

die Transversale die Curre dritter Ordnung in Ot, und scbnel> 
det eie dieselbe in Og, so erliält die Gletchnng (3) «leatar 

den geneiiHehsaiiebee Fsetor Dsmiis lelgtt 

Lehrsatz XV. Der beigeordnete Kegelschnitt enthält 
dite sechs Punctet in denen die Fundamentalcurve dritter 
Orimmg wom dem Tangenten, die man vom Poie aus an 
ete tegen kmm, geeeknUten wird. 

FsHen die i*eiden Puncte 011 und m^ zasamroen, dan heiszt, 
berüliH die TraaeTersele die cooisclie Polare von 0 in mj, so 
seigen die Gleichungen (I), daas lieide Ponele «it and mit 

«1 zngaromenfallen, das beiszt, die Transversale beröhrt in 
diesem Puncto auch den beigeordneien Kegelsebnitt. Das gibt: 

Lehrsatz XVI. Der beigeordnete Kegeleehdtt berMrt 
die conische Polare in den Puncten, in wiekän diese 
durch die gerade Polare geschnitten wird. 

«. Andere Griclirvng der Cnrve von Hesse. Ans 

dem soeben Gegebenen und den Theoreme ia Nr. 2»b. folgt, 
dass, wenn o ein Punct der Curvc von Hesse ist, das heisst! 
«renn die couiscbe Polare von o aus einem Paar geraden Linien, 
die sieb in scMdea, besteht, auch der beigeordoete Kegel- 
Mbailt ans eiaen Paar Geraden besteht, die eich in demselben 
Pttncle schneiden, und ztvar ans dem Paar, dasdnreb die bei- 
geordneten Geraden derjenigen Geraden gebUdet wird, die die 
conische Polare von o biideo. 

Jede der beiden in o' zasammeatrelTendcn Geraden, die 
einen Teil der conischen Polaren von 0 bilden, hat also nach 
Nr. 396. als beigeordneten Punct den Punct 0\ Daher entsteht: 

•) Was liefert dio analoge UnlmachnnK Ar «ins Com a-ler Oideeicr 

Sie musz auf eine beigeordneie Curoe (carTa aatcllitc) dar (s— IX»— SVta 
Ordanog ftbrea. Uan Mb«: Sulmtn^ Bigktr plam mm», p.M-SSk 
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L«lirsatt XVII. me Onarwt tom B099t m ^ Ort 
4er Fmet e, 0b dem GetmUm, wMm 0e Cmree wem C«jr- 
iew ^erOkrem, bel§eer4net tM* 

b. Neue Erklärung der Curvo von Cayley. Man 
erhält eine andere Erkliniag der Gunre von Cayley, \xvom 
■an fctac h te t , dass (Flg. ^ der Ptaaet ti nach Nr. 133. dar Tan- 
gential|iiinet ran & — und auch von o — io Bexog auf die 
Can'e von Hesse ist, und dasz, da die Geraden o(a, b, u, «0 
ein harmonisches Straleobuschel bilden, die Gerade oo' die 
gerade Polare von u' in Bezug auf die coniacbe Polare von O* 
iat. Daraus folgt nSmücb: 

Lehrsatz VIH. Die Curve von Cayley ist die £tn- 
Aüllenäe der gemischten geraden zweiten Polaren wweier 
PuneU der Ome ton Besse, von denen der eine der 
Ten^enUeijpmiet des endem for*). 



^ 23. 

Ma«M wem €mrwem Mlt«v meMmemm »It «CMdkCR 

130. HaraaDiaeka Polara ainaa Wandapaaetaa ai- 

ner Curve drittar Ordnung. Aus dem ThearaaM in Nr. 71., 
auf eine Fundamentaicurve dritter Ordnung angewendet, folgt, 
daaz, trenn man durch einen festen Punct i dieser Curve eine 
beliebige Transversale legt, die sie in den beiden andern Pnn- 
cteo ii md ^ aehaaidat, dar Ort daa in Bamg anf ig md ^ 
coiijngiarten liamianiadian Panalaa van i dia caaiaclM Palara 
van i tat 

tat abar t ein WandainiBet der Fnadamentalearva, aa aar» 
legt sieh nach Nr. 80. die conlaehe Polare in die Taagaate dea 
Wendepunctes und aiae andere Gerade /• die nicht darch € 
gabt. Darans folgt: 

Lahraatz I. Der Ort der eet^egierten kamumiscken 
hmeie eines Wendepunetes einer Certe dritter Ordnmn§ 



■) C9jflff, A Mmoir M «MrMi fle., p. 489— 44t. 
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Iii Beang auf die beiden Puncte . in denen äiuMe durch 
eine vm den Wendepunct sich drehende TrittUVertaie ge^ 
schnitten wirdt ist eine Gerade*). 

Die (ierade J, die die Fundamentaicurve nach Nr. 39c. in 
den drei Puncten schneidet, in denen diese von den durch den 
Wendepunct gelegten Tangenten berührt wird, nennt man kar- 
momfgeke Mare des Wendepunetes i. Man dnrf dimibe j^loeb 
nicht mit der gen uhnlicben fmrmdtm Potore ▼•nreclinelii, die 
bekanntlich die Wendetaiq;ente Ist 

o. Cigenachaften der harmoniacben Polare. Durch 
den Wendepencl i lieben wir airei Tranaveraalen, die die Cnrve 
der drittm Ordnung in den Poncten und b, ¥ acbneiden. 

Da die harmonische Polare durch die conjugierten hamenl- 
scben Puncte von i in Bezug auf die Punctepaare a, a'; b, b' 
vollständig liestimmt ist, so iftt sie nichts Anderes, als die Po- 
lare Ton i io Bezug auf die beiden Geraden {ab, a'b'), oder 
aueb In Besug auf da« Paar Nacb Kr. 110«. gebt 

deahalb die (>erade J durch den Üurchscbnittiipunct der Gera* 
den {ßb, ^V) und durcb den der Geraden (n^, «f^). 

Fallen die beiden Transversalen zusammen, ee erhllt nun 
die Eigenschaft, dasz, sobald man durch den Weodepnnct i eine 
Transversale legt, die die Curve dritter Ordnung in a und b 
scbncidet, die Tangenten in diesen Punclen sieb auf der bar* 
nenlachen Pelare ron i eebneiden. 

Aus Allem, uaa vorbergeht, ist augenblicklich klar, dasz 
ein Wesdepanel einer Corve dritter Ordnung, in Bezug auf 
diese Cerve vnd auf seine barmenisebe Pelare dieneNMtt IÜ> 
genachaften hat, die nacb Nr. 107. ein beliebiger Pnnet in Be- 
sag auf einen Kegelscbnitt und seine gemde Polave beaital**). 

«Mf. Involution der Tangenten von einem Puncte 
•von / an die gegebene Curve. Da zwei Tangenten der 
Curve dritter Ordnung, deren Beribrangspuncte mit dem Wen- 
depuncte t in gerader Linie liegen, sich in einem Pnnete m 
der Geraden J acbneiden und mit md und derselben Geraden 

*) Jfee/ewrta, e. o. O., p.sSS. 
^ CAas/e«, A^r^ Ustarif»^ p. S49. 
Cr*»«««, Mm« Om t mu . 
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ein barmooischM StnlmMMlict btldeo, so sind die sechs TaD* 

genten, die nnan von tn an die Corve dritter Ordnung legen 
Icano, in Involution, der Art, dasz die Berührongsfiehne zweier 
conjugierter Tangenten durch i geht, vnd die ÜoppeUtralen der 
ImrolstfoB J wä alod. 

b. Die Wendeponcte liegen zu drei und drei in 
gerader Linie. Wenn drei Gerade die gegebene Carve dritr 
ter Ordnung bezüglich in den Puncten i, a, a'; J, b» b'; /, c, e' 
schneiden, and «renn i, j, i and a, ö, c \o swei geraden Linien 
licgm, lo tM nacb Nr. 99«. Mch ^» C in gerader Uele. 
AngenoHnmi die drti PwMte ttJ^i lelen in einen ef nsigen 
Wendepunct i zusammen, so treffen sich die beiden Geraden 
aÖ€ und afb'e', wie soeben beniesen, auf der harmonischen 
Polare von t. Fallen ausserdem die Puncte a, b, e in einen 
aoMMunen, so ktt daeteft« tttr die Pnncte o*. ö', tf Statt vnd 
^iffkk haben wir: 

Lehrsatz 11. Die Oer ade, die »wei Wendepuncte einer 
Cnarwe äriuer Ordmmg emtkäU, §«hi durek etnem drittem 

»er drei Wendejntneld 9rt§em eiek emf der kemmiieeke* 
FoUare de» dritten. 

€. Bigenechnft der hnrnenlnehen Polaren. Ans 
dieser Elgraecliaft nnd der Definition der hanMoiaeben Polaro 

eines Wendepnnetes ergibt sich, dasB, wenn I, 2, 3 drei Wen* 
depuncte in gerader Linie sind, der conjagierte harmonische 
Punct von 1 in Bezug auf die Puncte 2, 3 auf der barmooischen 
Polare von 1 liegt, vnd dem analog IlBr die übrigen; dasz da- 
ber die bannonlsebon Polaren der Wendepnneto h%9 nneb 
Nr. 76. die drei tiemden sind, welche <Uo Scheitel dea dorch 
die drei Wendetangenten gebildeten Drebelta mit dem Pol der 
Geraden 123 in Beaof aof daaaolbo Droioeit als fandameotal- 
Corvo vorbiaden. 

dL Fortoetsnng. Den hienne aieh ergebenden Seti: 

Lehrsats III. Liegen drei Wendepunete \, 2, 3 einer 
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Curve driiier Ordnung in gerader Linie, »0 sckneiden Hek 
die drei luarmumtatkeH Bsimrem Jt , J%, J9 im demtel^ 
Punete, 

kann ma nodi folunnderroassen be«r«Uie«^ £• aeinn J|% 

die Wendetangenten der FundamentAlcurve in den drei ge- 
nannten Wendepuncten. Die Paare von Geraden J|, J^'\ 
J%\ «^s» "i"*^ *I>^ coniacben Polaren eben dieser drei Puncte» 
und diese Kegelachnitte mfiaseo nach Nr. 190«^ demselben 
Iriarack nngMcbrieben nein, denen Seheitel die Pele der 
Geraden 123 sind. Das beiszt, die Geraden J^, J^' Mflsien 
durch die vier Puncte y/ J,, /»' Jt', -/rA» •^l A' gehen. Die 
Tangenten in ztrei der Wendepuncte 1, 2, 3 treffen sich aber 
auf der barraoaischen Polar« des dritten, das beisst, Jg gebt 
dnrcb den Pnact Ji 'J%, and fbiglich geht aaei dnrdi dm 
Pnnet Ji 'J^ nr. s. b. w. 

Hieraus folgt weiter: 

Lelirsiatz IN. Die der Fole einer Oeraden, die drei 
Wetuiepuncte der Curte driiier Ordnung enihält, sind die 
Sckeiiel de» ihrtisHiM, äa» änrek die earreepemäieremden 
WenäeHmgenUH §eHUei wird, um4 4er gemeimecke/tUcke 
Durchseknitispumet der JUarmmdeeäem Fetarem der drei 
Wemdepymeie*), 

e. Die BerflbrongspaDcte der Tangenten voo drei 
Pnneten der bnrnienUeben Peinren dreier Wende« 

pnecte liegen auT einem Kegelnebnitt Es seien 011, 
ms drei beliebig auf den respectiven barmoniscben Polaren der 
drei Wendepuncte 1, 2, 3, die in gerader Linie liegen, ange- 
nomnene Puncte. Durch jeden der Puncto m ziehe man zwei 
Tangenten au die Curve dritter Ordnung, so dass die Berfib- 
mngepaaele ndt den entsprechenden Wendepnneto In gnmder 
IMe liegen, dnnn werden, dn die drei Berabrangssebnen die 
Carve in drei Paneten I, 2, 3 in gerader Linie schneiden, die 
andern secbfi Üurchscbnittspuncte, das heiaxt, die sechs Be* 
rübrangspuDcte der sechs Tangenten nach Nr. 39a. auf einem 
Kegelschnitt liegen. 



*) Plüchtr. Sg$*tm dtr maljftiuktM (St m Mtnn^ S. S88. 

15» 
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140. Weitere Eigenecbaft eines Wendepitiiet««. 

Drei durch einen Wendepanct i gelegte Transversalen mSgen 
die fifegebene Curve dritter Ordnung bezuglicb in den Puncten 
a, a'i bt b'\ Ct C schneiden» und die Gerade J, die harnio- 
niiebe Polar« i, im dw Paoeteo a, h, c treffen, den 
CMijagiertMi harMoniMliM Pancten von i in Besog Mf die 
Panctepaare a, af \ h, b'; c, &. Eben diese Puncte a, t lie- 
gen aber nach Nr. 139. aach auf der conischen Polare von i 
in Bezug auf eine beliebige durch die sieben Puncte i, a, a', 
b', e, & gelegte Curve dritter Ordnung. Diese coniscbe Po- 
ItM IM «Ich «iMhftIb in swd ümmim Mf, deren eine J ist. 
Das heisst nach Nr. 80., I int «in Wendeponet nnd J die be- 
treffende harraonische Polare fttr jede beliebige Curve dritter 
Ordnung, die dnreb die obigen oleben Puncto benebrioben ist*). 

«. Sycigetincbea Bffacbei ^on Corven dritter Ord- 
nung. Naeb Nr. 100. bat ebie Corvo dritter Ordnong nenn 
Wendopvaelet «ad awar sind dies ihre Durchschnittnponete mit 
der Curve von Besse. Da nach Nr. 139*. die Gerade, die 
stvei Wendepunctc verbindet, durch einen dritten Wendepunct 
gebt, so mü«zen durch joden dieser neun Puncte vier Gerade 
gaben, dia die aebt flbrigaa eatbaltan. Darann folgt mit liuck- 
■iebt auf den oben bawieaenen Satt: 

Lebraats V. Jede Otne dritter Ordnung, die durch 
me mm WutOefmißte einer gegebenem Oaree dritter Ord- 
nung besehrieben iei, kai in diesen Puneten ebenfnUe ikre 
Wend^miete**}. 

Die Curveo dritter Ordna^g, die die nenn Wendepnnete 
gaiMin babaat beiaaen jptifpMfifcA* 

b. Dnrcb die neun Wendepuncte geben vier ii>y- 
atema vea drei fSaradaa. Darob joden Wendopnnct der 
g<g alienen Carve dritter Ordanag gebea naeb deai Terbarga- 
lieaden vier Gorade, deren jede zwei andere Wendepuncte aat- 
bilt, feigtteb iat dia Zabi der Geraden, die je drai Waadapaacta 



•) Salmen^ Lettre a M. A. L. Grelle (Cre2I«« Jonnal, T.S9. Ber> 
IfaW BdBsr, 1850, 8. S6»). 

*) H*§»; Mp db Wmdlfiman «. «. w. S. 107. 
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enthalten, gleich — ^ = 12. Bezeichnen wir die Wendepuncte 

durch die Zahlen 1. 2. 3, 4, 5, 6. 7, 8, 9, M kOnnen wir diwe 
Geraden folgendermaszen darstellen: 

123. 148, 157, 169, 
456 , 259, 268 , 358, 
789; 367; 349; 247. 

Hieraus ist ersichtlich, dasz diese zwulf Gerade sich in vier 
Ciruppen sondern laszen, deren jede aus drei Geraden, die wir 
oben je in eine Verticale geschrieben haben, besteht und durch 
»He Man Wendepimcto bitdareh geht Dureh die mvb We»* 
depancte diief Cwf« bitter Ordeeeg gehe« eise ?ier Systeae 
voD drei tiradeo*). Um gibt den Sets: 

Lahreati VI. in einem BBtekti agelgettttker Omen 
dritter Oritamg gibt es Her Ckrten, deren Jede eich in 
drei Gerade emflSei. 

Wir werden dieee Im Felgeeden darch de» Aoedraek dreh 
•eiUge Curven dritter Ordnung (oMeAe trUmtere) beeeicboee. 

Da Jedea Syateai dreier Geraden ale eine Cerve dritter 
Ordnoag mit drei Doppelpuneten angeeehen werden icann, und 
auszerdeni nach Nr. 80. ein Bflschel von Curven dritter Ord« 
Qong zw'uirDoppelpuncte enthält, so geht durch die neun Wen- 
dtpuncte der gegebenen Curve dritter Ordnung ausser den vier 
Syatemea ven drei Geraden keine weitere Car? ci, die einen Dep- 
peipnnet eder eine Spltae entbleite. 

141. BerSbrnngapnaete der Cnrre vea Heaae mit 

dnn Wendetangenten der gegebenen Fundamental- 
curve. Wird der Wendepunct t der Fundamentalcerve als 
eis Punct der Curve von lleste angesehen, das heiszt, als 
ein Punct, der als conische Polare ein Paar gerade Linien l»e* 
aitst, die eich In einem andern Pnnete f eebneiden, ae Ist der 
nach Nr. 1966. an i conjugierte Pol t der Durchschnittspunct 
der Wendetangente mit der harmonischen Polare. Nun schnei« 
den eich im Allgemeinen nach Nr. 133. die Tangenten aweier 



*) Plücker, System der euuUjftucken Oeonteüitt 8.S84. 
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conjngierter Pole der Curve Ton Besse in einem Puncte dieser 
selben Curve; da aiiszerdem i aach fflr die Curve von Besse 
nach Nr. 140a. ein Wendepunct ist, so hat diese Carve io die- 
sem Puncte nnit der Tangente eine dreipuoctige Berflbrong, so 
dan also di« Taageato fai f die Cmw vob jr#### in i tritt, 
und daher die Gerade, «rdcbe Wendetangente der Fendaineo- 
talcurve im Wendepuncte i ist, auch penieine Taegeate der 
Canre von JBesäß im eonjagierteo Pole f ist*). 

Diese Eigenschaft kann man aoch aas der allgemeinen 

Theorie in Nr. 118c. und 1106. schtieszen, aus denen noch folgt, 
dasz alle conischen Polaren, die durch f gehen, in ihm eine 
dreipunctige Berührung eiogebeo. 

«. Genelaaebaftlleiie Tangenten der Carve von 

Hesse nnd der Grnndcurve. Jede Wendetangente der Fun- 
damentalcurve drifter Ordnung zählt, da sie gleichzeitig eine 
gewöhnliche Tangente der Curve von Messe ist, als %$pei ge- 
neinacbalUiehe Tangenten. Die beiden Cnrven beben daher 
aech aadere 6.6— S.9sl8 gemelnaehallliebe Tangeaten. Da 
jede Taagenie der Carve von Hesse zwei Pole in dem zum 
ßerflhrungspuncte conjugierten Pole vereinigt hat, und die beiden 
andern nicht zusammenfallenden Pole nach Nr. 135. auf der 
Curve von Caytey, so berühren die achtzehn gemeinschaftlichen 
Tangengentea der Carre voa E€990 aad der Fandaoieatalcarve 
dritter Ordaang dieae letate Carve In den Paaclea, io deaea 
eie voa der Carve von <7«f /«y geaehaittea wird. 

6. Berflhrungspuncte der Curve von Hesse und 
Cayley. Sind in Allgemeinea 9 und & aivei conjugierte Pole, 
and «' der dritte Derclieebnlttapanct der Carve von B9999 mit 
der (leraden 00', so beröhrt .diese nach Nr. I35e. die Carve 
vee Cayley im conjugierten harmonischen Puncte o von in 
Bexug auf die beiden Puncte 0 und 0'. Sobald aber o ein 
Wendepunct der Fundameotaicurve dritter Ordnung ist, so dUlt 
tf alt aaaaMBien ond abe naeh Nr. 4. aach e mit Feig* 
Hell aotatebt: 



*) Cltbtck^ Utbtr die Wendetanyealen cUr Curven dritter Ordntatg. 
(Cr€U€'B»rehmr4t*« Jouraal, T. 58^ Berlin, BeiaMr, 1661, 8.2SS). 
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Lehrsatz \\\. Die Cvrte ron Cayley berührt die 
Ctrrve von Hesse in den neun conjugierten teilen der 
Wenä^puneie der Pu»damentalcwrce dritter Ordmutg, 

€, BigeMcbafl der liarmoBlaebeii P^Urea. Eise 
TMgMto d«r Curve von Capisp, *, B. ii'r in Fig. 8., schneidet 
diCM Curve in ^ier Puncten O,, O^, 0\, die nach Nr. 135. 
die Dnrcbecbnittspuncte von ii'r rait den Geraden sind, welche 
die coniecben Poleren von o und o' bilden. Ist o ein Wende- 
pvnct der FBiid«neatalcanre, eo baetebt Mise eeaiecbe Polare 
eus der Wende(angente and der hamonieehen Polare, nnd 
diese Letztere illlt mit a'r zusammen, das beiszt, und O' 
fallen aufeinander. Daraus folgt, dasz von den beiden Puncten 
O'g und Og der eine auf O' (oder u') (äM, und der andere der 
DwebaefaolftlaiMMet dar baidoa aamdlicb aaboa Taagortaa 
oad 0'<o'| der Ctorro roa CaffUp Itt^ das beiaatder Baidbmga- 
ponct dieser Corvo aiüt der Geraden a'r. Diooo Gerade hat 
also eine dreipunctige BerQbrung mit der Curve von Cayley, 
aad da dieselbe von der dritten Classe und sechsten Ordnung 
ist» also nach Nr. 99. ood 100. ausser nenn Spitzen keine w^tere 
Siagelarltttea baboa bana, eo Iblgt: 

Lehr Hat« VI Ii. Die harmonischen tolaren der neun 
Wemdepimete der Funä«mentalemr9€ drUter ürdmmg *«- 
rUrm dfe Oawe vm Cüjßieif im de» neum BBdUteMrßtimeten 
dieser Curve, 

d. Reciprocität zwischen den Curven von Hesse 
und Cayley. Die Curve von Hesse und die von Cayiey 
booitioa völlig reeiprete Eigoascbaftea. Ninlicb: 



Eine beliebige Tangente der Curve i 
von Cag Uy Bcluiddst die Cam von < 
H*99€ in swei carrttpwtdienmdeM 
Puncten, das beiszt in Puncten, welche 
denselben TangentiAlpooct haben, und 
ssinidaB in einem dritten Pnncte, 
der der coi^agiMte hamonisdw Pnaot 
des Berflhmngspaaeles der Cnnre ron 
Cayley in Beiug auf die beiden 
entea Poocte ist. (M. i. Mr. I36c) 



i In einem jeden Punctc o der Carre 
> vo« H*»f srhnddfo rfdi diel Tsa- 

gcoten der Cnnre ven Caylejr. Zwei 
derselben sind ct^rrfitpnndierendr . dns 
hctut, die Yerbindungagerade ihrer 
BerfkhniBgsiNmele Ii* eise T&ngente 
dvr Oirv» vm CmyUy. Die diiHs 
ist ilcr fonjujnertc harmonische Stral 
der Tangente der Curve von FTesst 
in 0 in Besag auf die beiden ersten 
Tkagentm. (M* a Ifr. l«Se.) 
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Aus dieser vollkownieiieii Redpradtit folft, dass die Ei« 

frenschaften der Curve Ton Capiep au« denen der Curve voft 
Hesse gescbloazen werden kunpen, und umgekehrt, z.B.: 



Dir neun Puncto i, in denen die 
Curve von Hesse von ihren Wendc- 
tangenten berttbrt wird, liiid aveh 
die Wende p mcle aller Ctenw dv 
dritten Onlnnng die dvch dicMÜmi 
nenn Pancte g;chcn. 

Zu diesem Canrenbüschel peltO- 
ren vier Dreiseite, das bewzt, die 
■«na Wendepttncte liegen n drei nad 

von denen sich hl Jetaa der Vtacte 

I vier schneiden. 

Die Scheitel der vier Dreiaeite und 
die zwClf Punctc r*). 

Zu den Corven dritter Oidnong, 
die diaariban WandaymeMi adt der 
Oorve von S»»*e gtmän baban, ge- 
hört anch die Fnndamentalcurve C,, 
in Bezug auf welche die Curve von 
JBTaaaa dar Ort dar Ftanda kt, die 
als coniaeb« Folan ab Paar Oerada 
haben. Din Curre von Cayley ist 
die Einhüllende dieser Geraden. 

Die Wendetanpcnten J' der Fun- 
damentalcurve C, berühren die Carve 
▼Ott A««a «ad Cajr/ejf indan Foa. 
ctCB jV in denan diaailb an aidi adiari- 
den. 



Die neun Geraden J, welche die 
Corvc von Caylej/ in den Spitxen 
bertbrea, sind die BftrbfcwliitBngantan 
Ar aDe Conren dritter dasae, welebe 
diaae nann Oeradan bartltren» 

Zo der Reihe dieser Corven ge- 
boren Tier Dreiecke, das heiszt die 
iwna GandcB J aebneidan aidi an 
Afai wid dirf in swQtf PHhhb r', 
jede dieser Gendcs anftllT Tier äe- 
ser Pancte. 

Die Seiten dieser vier Dreiacka 

sind die zwölf Geraden R. 

Za den Corveu dritter Classe, 
wddM ak SAekkahrtaaganlMi dia 

nenn Geraden J besitzen, gebAit aina 
A', ••). in Bezug auf welche die Curve 
von Caj/Ujf die iunbftUeade einer 

Folai« (m. a. Kr. St.) ana atani 

Ponctepaar besteht Die Curve von 
Hesse ist der Ort dieser Puncte. 

Die Spitzen der Curve JC, sind 
die nenn Puncte t', in denen die Curve 
TOB i7a««a «ad dia Cnne voa 
CagU$ rieh barflbrea. 



142. Eigenschaften der sycigetischen Dreiecke. 
£« sei ein Curvenbitöchel dritter Ordnung gegeben. Eine be- 
liebige TteMveraal« Mboddat dia Garran deaaAlliea in je drd 
Pmctea, dl« eiae Invalnlian dritten Gredee bilden, nnd bertbrC 



*) Diese Eigenschaft wird sogleich in Mr. 142. bewiesen werden. 

**) Eine Definition dieaer Gnrra als Blabflllaade einer TariaUen Geraden 
wäre wünschenswert. 
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vwek Nr. 49. in «len Doppelpoactm diessr lovohitioa vier Cur* 

ven des Büschels. Sind die Curven de« BSadiels »ycigeti«che, 
da5 beiszt, haben sie die neun Weodepuncte gemeiuschartücb, 
und nimmt man als TransveMale die harmonische Polare J 
eines Wendepunctes i m, so sind nach Nr. 139. die Dnrch- 
■ditttttapanete dieter Geisden nit «ioer beliebigen Ciure dte 
BOselid« die BerBhrungspunete der Tmngenten dieter Carve, 
die sich in i schneiden. Es sei nun r einer der Uoppelpancte 
der Involution, so berührt die Curve des Bäscheis, die durch 
r geht, in ihm sowol die Transversale J als die Gerade ri, das 
hei8zt sie wird in r einen Doppelpuoct haben. Die einzigeo 
Doppelpuoele eines eyeigetfeebe» Garvenlilleeliels dritter Ord* 
neng eind aber nach Nr. 1406. die Durchschnittspuncle der 
Systeme von je drei Geraden, deren jede drei Wendepnnete 
enthält. Die S$cheitel der vier sycegetischen Dreiseite, die 
durch diese Geraden gebildet werden, liegen daber au je vier 
aaf den harnioniachen Polaren der Weadepimet». 

Daraus folgt, wenn r ein Scheitelpunct eines sycigetischen 
üreineits ist, dasz dieser Punct aut der harmonischen Polare 
eines Jedeo der drei Weodepanctn liegen mwa, die aor aeiaer 
Gegemtite deaeeliieD Dreieeka liefen» nnd darana ergibt aieb : 

Lebraata IX. Dte JharekadkmtUtfmiete i/tr harmmä' 
aekem iWare» der WemdepimetB am dretmmd drtf Hiut dte 

Seheilet der vier Dreiseite, welche durch die wölf Gera- 
den gebildet werden, auf denen SU drei umd drei dieee 

Wendepuncte rerieitl liegen*). 

Wir betrachten ein beliebiges dieser sycigetiachen Drei* 
seite. Die Seiten desselben enthalten die neun Wendepuncte, 
und auszerdem gehen die neun harmonischen Polaren durch die 
Scheitel. Es aei nun r einer der Scheitel, und 1, 2, 3 die 
l¥endepanete, die aar der Gegenaeite deaaelben liegen. Dnreb 
r gehen nun die harmonischen Polaren von 1, 2, 3, die nach 
Nr. 140. fflr alle sycigetischen Curven des Büschels einen Teil 
der coni«chen Polaren dieser Puocte bilden, und folglich wird 
nach Nr. 130a. fflr alle diese Curven die Gerade 123 die gerade 
Petere dea Punctea r veralenen. Daiaaa folgt: 



•) Be»$e, Eigenschaften der Watd^ncte der Cvrvtn dritter Ordmmg 
N. «. «r. (Crsllc« Joanial, T. SB., Berlin, Beimer, 184», 8.S&7— 261> 
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Lebrsftts X. Mer SekHtel einet etfcigetittkem Drei' 
seiu Ist der M der OegeneeUe ßr üUe Otreen de» 4y- 
e^eUeekeu BMeeMe dritter Ordmenf, 

Ul r ein Scheitel eines sycegetiachra Dreiseito rr^r^t 
so gehen darch r die harmonischen Polaren der drei Wende* 
pancte, die auf der Gegenaeite r^r^ liegen. Daher sind nach 
Mr. 139 aM# die secba Tangenten, die man von r an der Curve 
dritter Onkrang legen kann, auf drei verechiedene Arten ib 
InvoIvfloK. FOr jede dieser Arten sind die Gerede, die r mit 
einem Wendepuncte veriiiode^ and die entsprecbeode lienBo» 
niecbe Pelere die eerreepondiereedee DoppeietreleD. 

De die iMmonieebeB Poiereii der Wendepaecte Ar alle 

gegebenen eycigetischen Corven dritter Ordnung dieaelben 
sind, so liegt, wenn man eine beliebige Transversale durch ei- 
nen Wendepunct der auf rir% liegt, siebt, der zu i in Bezug 
eef die De rc iie e bitfttepnncte der Treneveteele ait rri ood rr« 
segeordeete beneoniecbe Peeet neeb Nr. 139. eef der iiemie> 
niecfcen Pelere von i. Hieraus Tolgt, dees die rrj und rr, con- 
jugierte harmonische Stralen in Bezug auf die Gerade ri und 
die harmonische Polare von t sind; die Doppebtralen der drei 
Involutionen, die durch die Tangenten, welche man von r an 
die gegebene Cerve dritter Ordnung -~ oed nie« ench en eBe 
eadere eyelgeliMhen Cenren — legen kenn, geUMet werden, eind 
eise ebenfelie in einer neaen Involution, deren Doppelstralen die 
Selten fTi, rr% dee eydgetisdiefl Oreiseits eind. Oeber der Sets: 

Lehrsatz Xi. Drei Wendepuncte in gerader Linie und 
die Durc/ischnit/tpuneie dieser Geraden mit den entspre- 
chenden harmonischen Polaren sind sechs Functe in Inso- 

lution. 

Ebenso gibt der Satz in Nr. 139 aM«., auf das Büschel sy- 
cigetiacber Curven dritter Ordnung angewendet, den neuen Satz : 

Lehrsatz XII. Gegeben ein sycigeiiscAes Büsche/ Curven 
dritter Ordtmng. Zieht num durch einen beliebig auf der 
luamombekem P^Uwe einer ITeikKQPinMiee feleyeMw Amcf 
Tengeniet^aeare cn die Ctarnem dritter Ordmaig, im der Art, 
dast. die Berührungssehnen immer durch den gewählten 
Wendepunct gehen, so bilden diese an Zahl unbegrenzten 
Tangenienpaare eiste JnvtHulion, deren Uoppelstraten «ms 
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der üeradetif die nach detii Wenäepunct gentgen ist, unil 
Oer harmmtiMcke» Mkre HsUken, 

143. Di« Corve dritter Ordnung als Curve von 
Hesse dreier mit iiir •ycigetlsclier Curven derselben 
Ordnung. Um die Eigenschaften eines Kuschele sycigetischer 
Curven dritter Ordnung weiter zu studieren, iaszen »vir eine 
iMlielilge Ton Üiiim von d«r faamoniKto Polare J des VVende- 
pBoetee i in den Puncten m, m', mf* geeehnltten werden, so 
dasz also die Tangenten in diesen drei Puncten durch die Gera- 
den i(m, m', m") gegel>en sind. Die VVendetangente dersell»eii 
Curve dritter Ordnung im Wendepuncte i schneide die J im 
Puncte n. Dann ist die betrachtete Curve durch jeden der 
Pnncte n, wt, m', M" rollstindig individualisiert, ond wenn irir 
die Curve sicli verändern laszen, so erzeugen die drei Ponete 
nt, m', m" eine Involution des dritten Grades, die der einfachen, 
durch die Puncte n erseugten Punctreihe projectivisch ist 

Sind r, r,, r^, r^, die vier Doppelpuncte dieser Involution, 
80 sind sie iiacli ISr. 142. auch Scheitel der vier sycigetischen 
Dreiseite; es seien ferner s^, die Durchschnittspuncte 

der respectiven Gegenseiten mit der Geraden J. Für diese 
dreUeififfen Curven dritirr Ordnung eiod effealMr die Tangen* 
teu des Wendepunetes i elien die Seiten I(#>#|»«^ #9), eo daes 
also, so oft die beiden Puncte m' und mit r susamnienfal* 
len, aueli die Puncto ai und 11 sieb mit e vereinigen. 

Die Gerade In, vrelche eine Curve des Bfieebide im Wen- 
depuncfo / berührt, ist nach Nr. 141. auch Tangente der Curve 
von Hesse dieser Curve im Puncte n. Trifft also eine gege- 
bene Curve dritter Ordnung dieses Büschels die Gerade J in 
den Puncten m, m\ m", so sind die Geraden ^ai, m', m*^ Tan- 
genten Im Wendepuncte t für eben aoviele Cur%-en des Bü- 
schels, welche als Curve von He$9€ die gegebene Curve ha> 
ben. Daber eotetebt: 

Lehrsatz XIII. Eine gegebene Cwrte dritter Ordnung 
ist im Allgemeinen die Curre ron ff esse dreier mU ihr 
syciyelischer Curven dritter Ordnung*), 

*) Hesse, 6e6er die ßimHoHoH der Vanubbrn M,a.m. (CrttUt JounsL 
T. S8, Bwlia, Beinacr 1844. 8. 8e> 
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m. Di« «ycigetiaelieB Dreiseite aU Carven von 
Hesse. Ut die gegebeae Curve dfttter Ordnaeg ein Dreiseit. 
deszen einer Scheitel in r fällt, und deszen (set^enseite durch 
s geht, 90 reducieren sich die drei Tangenten t(m', m"), im auf 
die znei Geraden ir and it. Die letzte dieser beiden Gers- 
des kenn eis WendeCssgeate det gegebssen Carre dritter Ord- 
nmg angesehen werden, die also dann ihre eigens Cu nre von 
Hesse bildet; die andere Gerade ir wird in i Tangente an eine 
Carve ües Kütichets sein, die alü Curve von Hesse das gege- 
iiene Dreiseit bat. Folglich ist jede dreiseitige Curve dritter 
Ordnung ihre eigene Curve vea Bßste und die noch einer sa- 
dem Curve des Bfisdieis. Das bsisst: 

Lehrsatz X1T. Ih einem sycigelischen Curvenbüschel 
dritier Dränung gikt e* vier Cimemf derem (karvem tom 
Hfte He vier OrtMU 4€9 BB»ekelB MOetL 



b. Die Carve dritter Ordnung als Curve von Hesse 
ihrer Curve von Hesse. Wir wollen jetzt untersuchen» ob 
es in dem gegebenen Büschel irgend eine Cnrve dritter Ord- 
nvng gibt, welche die Curve vsa Hesse ihrer eigenen Curve 
von H€9»9 tat. Eise Cnrve dritter Ordaaag C kit als Carve 
vea B9999 eine andere Curve dritter Ordnung, deren Curve 
von Hesse eine dritte Curve dritter Ordnung C ist. Nehmen 
wir da£;e£!:en die Curve C beliebig in dem Büschel an, so ist 
diese die Curve von Hesse für drei Curven dritter Ordnung, 
die ihrerseits wieder Corvcn ven lfe««e iGlr je drei Carvea 
C dritter Ordaoag sind. Aaf diese Art eatstobea durch C* 
neue Curven C. Da nun die Curven C und C durch ihre re- 
spectiveii Tangenten im Puncte 1 nach Nr. 46. individualisiert 
sind, oder auch durch die Puncte n und n', in denen diese die 
harmonische Pulare J schneiden, so können wir sagen, dasz 
jedem PuneCe n ein einsiger Pnact W entspricht, jeden Pnocte 
aber neun Pnnde «. Deshalb werden also zehnmal einnn* 
der entsprechende Puncte n und n' zossanenfallen, das heiszt, 
es gibt zehn Curven dritter Ordnung, die der gegebenen Be- 
dingung entsprechen. Zu dieser Zahl gehören aber auch die 
vier sycigetiscben Dreiseite; lassen wir diese also auszer Acht, 
se eateteht: 



Lehrsatz XV. Ein sgdgeiüches Büschel von Curven 
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dritter Ordmm§ enthält seeMt Qarm, deren jede die 
Otrve MM Heeee ihrer eigenen Ceree een Beeee iet*), 

144. Relationen zwischen den Abschnitten. Wir 
suchen jetzt die Relation zwischen den Abschnitten zu bestim- 
men, welche die Projectivität, die zwischen der Involution drit- 
ten Grade« der Puncte m, m', m" und der einfachen Ponctreihe 
der Peeete n mh Nr. 143. besteht, ansdrtlekt Nthmeo wir 
als Anfang der Abschnitte den Punct r, das hcisst dem Schei- 
tel eines der sycigetischen Dreleeite, der auf der Geraden J 
liegt, und bezeichnen durch m einen beliebigen der drei Puncte 
m, m', m", so kann nach Mr. 24a. die Projectivität, um die es 
eieh hudelt, doveh eine Gleicheng von fönender Form aosge- 
drOcIrt werden: 



coMinttte CeefBcieeten heieiebiMD. Den Penct e, der nach 
Nr. 143. dem Pnncte r entspricht, eeteen wir ab im UneodU- 

eben vorauu, wie es, ohne der Altgemeioheit der Untersuchnnit 
Abbrach zu tun, erlaubt ist. Da wir ferner von Relationen 
zwischen Uoppelverbäitniszen bandeln, so dürfen wir den Pun- 
cte« der Gende / nach Nr. 1& ihre Projectionen substituieren, 
die aas einem beliebigea Hlttdimnct waS eiae Geiade gemacht 
aiad, die dem Stral, der derch # geht, iwreliel iat 

Die drei Werte ren m, die de« Werten ni = r# = ao 
eatepreeben, mtoen «iter dieaer Voraaaeefnng die folgendea 
sein: rm=r#, rm'aO, rmj'asO. and hieraae ergibt eich 
«sO, y«0. dsO. 

NvB iat aber e nach Nr. 142. ein Penct der getadeo Pobie 



homoymen Funct{onei\ (dritten Grade» vtm irti FSmsAfa». (Cr«{J«« Jeansip 
T. 3», Beriin, Reimer 1850, & IM.) 



(o . m -ta')rm^ + 3(^ . m + ß')rm 




(I) 



werin 



«, ß. ß'i y. fi d. d» 
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von r in Bmg auf €anre dwi BCf cM« 4iiltet Mnug^ 
Mglidi ist Mich Nr. IJ.: 



D« r« «■«ndlicli wt, co folgt blmai Gleichung (1) re- 

doeiert oicli also auf: 

Die Bedingung, onter der die Gleichoog (2), m aln Onbn- 
kannte baliaditet, swoi gleidio Wnrieln ba|» ist 

(3) ««.d'-|-4</l.ni-|./B0*sa 

Dieoe Gleichnog dritten Grade« io Besug auf m gibt also die 
drei Pnncte n nisKcb (ßg, deren Jedem, wie dem Pnnete 

9, zwei tneamenfnilende Pnnete nlailieb (ri, r«, r^), ent- 
sprechen. 

Setzen wir in derselben Gleicbnng (3) m=m, so erbal- 



(4) («'•|-ap)ni*-i>3^.f7-|>«'a0, 

ao dasa alao jeder d«r Pnnete n die dnrch die Gieicbong (4) 
gegeben nind, mit eineni der enlapredbenden Pnnete m snssn- 

menlkllt. Die Puncte n aber, die anssst # diese Eigeoscbaft be- 

sitsen, sind dieselben drei Puncte «|, s^, die schon durch 
Gleichung (3) besttntmt sind. Die Gleichungen (3) und (4) 
roflszeD also, da sie dieselben Wuraoln haben, proportionierte 
CoelBelenten besitsen. 

Die Gleichung (4) enthält rn nicht in der ersten Potenz. 
Setzen wir also den CoefBcienteo too m in Gleichoog (3) der 
I9nll gleicb, so entoteht 

ß.ß'* — Q oder /S' = 0, 

weil, wenn man = 0 setzen wollte, der Abschnitt m aus Glei* 
cbung (2) verschwinden wflrde. Die Gleicbnngen (3) nod (4) 
sind daher: 

4/J».n?+««d' = 0, 

(o'+3/S)rn' + d=:0. 
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BliMifiii«it MB MW ihMii m, M ratotefct: 

(5) ■(a'-/J)(o'-|-2iS)*=a 

Setzt man a'=ß und der KGrze wegen ^' = — 4il*./}, oder 
setzt man a' s= — 2^ uod ebenfalls der Kürze wegen d' = — i*^, 
•o gebe» die Gleichaageo (3) and (4) in beiden F&lleo: 

md die WoimIh dieeec GMehMg eied dam die Abodinhle 
r§^ r§g. 

Mackeii wir «rieder 

il» = ni», ^ = ü, 

und auaserdem 

a's=/J oder a' = — 2^, 
ae wird die Gleicheeg (2) ia ereten Faüe: 
(7) (rm^ni)(fw-f Sni)*sO 

und im svreiten: 

In eretee Falle alae fUit eieer der diei Pueele fli, die dee 
WerCea 9%»»%) entsprechen, mit eben dieeem Punete « 

zusammen, w&hrend die andern beiden sich in einen einsigen 
Punct (ri, r,, r,) der von n verschieden ist, vereinigen. Im 
zweiten Falle dagegen fallen zwei der drei Puncte m, die den 
Werte» ll = (#|, #s> 's) entsprechen, mit n saaammen. in un- 
eerer Anfgabe aber trill nacli Nr. 143. der eiete Fell so, and 
niebt der zweite; wir mleiea deher e's:^ eonehiMB end siebt 

Die geeocbte Gleiehnng flir die PrefecHviltt swiecbee der 

Involution, die dorch die drei Pnnete m, mf, m" entsteht, ond 
der einfachen Panctreihe, welche die Pancte II bildee, Itaae 
aleo Mgeedermaasen geschrieben werdeo: 

wo k einen conataaten Ceefirieatee beieichDeL 
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«. Ein« Cvrve dritter Ord«aiig hat bSebstes« drei 

reelle Wendepuncte. Di« Plmwle Si, §^ S$ sind durch die 
Gleichung (ö), die Puncte rg, r^, r, d«gfl|{«o dnrdi die tilei- 
cbni^ (7) gegeben, nimlicb durcb: 

eder «mb dnreb 

FelgHcb (rind beide Syetem veii vier ^Mwtea #» Wg» 9^» H ""^ 
^1« ^tt necb Nr. 27. IqaienlMmieiiiMbe. 

HierMe felgt» daes, wenii i ein r&Mr Wendepnnet der 

eyc^cetischen Curve dritter Ordnung iet» iwet der vier Scheitel 

r, die auf der harmonischen Polare J liegen, reell die 
andern aber nach Nr/iO. iinaginür. Nach der in Nr. 141 d!. ge- 
zeigten Reciprocität, werden zwei der vier Geraden B, Seiten 
der sycigetiscben Dreiseite, die sich in i eebneiden, reell sein, 
die endem beiden imeginlr. Dam «renigetenc ein Weodepuoet 
einer Curve dritter Ordnung reell «ein musz, folgt offenber 
daraus, da«z die Gesamnitzaht der Durchschnittspuncte der 
Curre dritter Ordnung mit ihrer Curve von Besse ungerade ist. 

Ec sei also 1 ein reeller Wendepnnet, und von den vier 
Geraden R, (m. s. Nr. 140».) nSmlich 123, 14», 157, W), seien 
die beiden ersten reell, die beiden andern iniaginftr conjugiert. 
Die vier Wendepuncte 5, 7 und 6, 9 sind notwendigerweise alle 
iuMginir, vnd gl^diseifig einer der ersten swei immer einem der 
iw^ letiteo oenjugiert. Es seien 5 und 9 and 6 und 7 einan« 
der fespective conjugiert. Die beiden reellen Geraden 59 und 
67 and die beiden imaginär conjugierten 56 und 79 schneiden 
sich jede in einem reiten Puncte, es seien dies r und r^, die 
nach Nr. 189* anf der barmeiiiaciieii Pelare de* Wendepunetee 
I liegen. 

Da die Geraden 123 und 148 beide reell sind, so müssen 
die Wendepnnete % 3 and elienao 4, 8, cnttreder lieide reell 
•der bwda imaginir cooji^iert aeia. Nun mfleaen aber die 

Geradenpaare [24, 38] und [28. 34] die beiden andern Scheitel 
r% und liefern, die mit r und Tj In gerader Linie liegen; da 
aber und imaglnftr sind, so kSnnen die Puncte 2, 3, 4, 8 



Nr. 144a— U4b.] Curvw äriUtr OrdHumj. 241 

ired«r alle rtell» soch tUc inagiiiir Min, dM Mnt 8 und 3 
•iml ra«ll, 4 nnd 8 iMigiBir. 

Üaraos folgt Bvn : 

Lehrsatz XVI. Von den neun Wendepuncten einer 
Cwve driUer Orämmg sind mar drei in gerader Linie 
retU, mäkremä die «mfam av awatf tmä twet imaginär 
e^t^nfieri Hmä*), 

Von den sarilf Gmadan M, «ralebe je diai WandepuncI» 
entliallaa, aind vier {lU, U», m, 967] raall, die andern nieht. 

Eins der vier sycigeliacben Dreiseite hat nnr einen reellen 
Scheitel, ein anderea bat drei» die beiden andern gar keiaen 
Scheitel reell. 

^. Felgernng fttr die Cvrve von Heaao. Wie «rir 
aoaiien vorani^eaetat haben, sei m einer der Puncle. in denen 
eine i^egebene Curve des Büschels dritter Ordnung die Gerade 
J schneide, und ea sei n der Darchschnitt derselben Geraden 
mit der Tangente im Wendepuncte i. Ferner niugon dio Puncte 
m nnd • die analogen Pnnela flir die Canre van Besse dar 
gagebanen Carrt dritter Ordnung baaelcbnen. Dann bnben wir 
der Gleicbnng (S) analeg: 

ri* + 3m . nii* — 4A> = 0. 

Wie aber schon in Nr. 143. bemerkt tvurde, gebt die Curve 
von Besse durch den Punct n, daher ist 

(9) ni*fdiv.fi*-4is=s0, 

nnd hieraaa a&tBtamt »an, wenn • gegeben iai» den Panet n. 
mt a. B. II Mit r anaanaMn» an int msa», daa baiaat Ji lUlt 

mit s zusammen, und ist n einer der drei Pnneta Ti, Tt* ff» 
das beiaat, Ist n durcb die Gleicbnng 

gegelten, so erbhit man 

äni-l-nissO, 

•) Plücltr, Sjfitim der analjflifchen Gminftm. Ü.iijh. 
Cremoiia, £i«ne C<irrcii. IC 
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dtm bdast, m ist einer der drei INiaete #|, #«, Daraas folgt, 
dtn die sycigetischen Curven rlritter Ordnung, dereo Wende- 
tengenten im Wendepuncte i durch einen der Functe r, Tj, r«, 
r, geben, zu Curven von Hesse die eycigetiscbeo Dreiseite 
haben, wie wir sehen oben in Nr. 143«. fawden. 

Ist umgekehrt der Punct N gegeben, so gibt die Glelchang 
(9) nach Nr. 143. die drei Pnncte n, die den drei Curven dritter 
Ofdanng euttpffMlMi, derao goMiiiffchalliidie Cnrve von Beete 
die Carve lat, die dem Panele « sogehSrt 

C. Bedingungsgleichung für die Curven, die die 
Corven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse 
sind. Ist die gegebene Cnrve dritter Ordnung eine der in 
Nr. 143^. gefondcnen Cnrven ven Heeee ihrer dgesea Cnrve 
ven Beeee, ee liet me ansser der Gleidinng (fi) ancb nech 
fidgendes 

Zieht mn diene veo Gleiehnng (0) ah, nnd ellaüiiiart awn ans 
der reanltierendea Gleiehnng, mit Unterdrückung den Factem 
m— m, der den dreiseitigen Curven dritter Ordnung entspricht, 
m mittelst desselben Gleichung (9), so erhält man die Gleichung; 

(10) ri*.9(Kls.n?-ftl«ssO; 

eine Gleichung des sechsten Grades, welche die sechs Puncto n 
^lit, die den nedbe Curven dritter Ordnung entsprechen, welche 
die Cwrven von Heeee ilwer eigenen Cnrve vea Heeee elnd. 

145. Die Curve von Hesse einer S quian har rooni* 
sehen nnd einer harmonischen Curve dritter Ord- 
nung. Die vier Tangenten, die man im Aligemeinen an eine 
Cnrve dritter Ordnung ven einem ihrer Pnnete ane legen laan, 
tämA, im Falle der Punct ein Wendepnnet i Ist» die Geraden 
i{n, m, m', m"). Das in Nr. 131 b. definierte Doppel vorh&ltnisz 
der Curve dritter Ordnung ist also das der Puncte n, m, m', 
m", in denen die harmonische Polare des Wendepunctes von 
der Wendetangente nnd der Curve dritter Ordnung selbet ge- 
schnitten wird. 

INes vorausgesetzt, können wir untersuchen, welche der 
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«ydfetisdiMi Carteii drUtar Offdamig dw (•gtbenoi IKMel« 

die in Nr. 1316. definierten SquianharmoolsdiMi md hamoiil- 
«cben Cnnren dritter OrdmiDg miid. 

Ebenso wie die drei Panete Mt, Mt, Mt* deich die Glelefcoeg 
(^) gegeben eind, so sind die vier Peaete % m, mf, mf dvreh 
die GleicboDg repiieontiert: 

(11) ni*42r».m*^3»?.ni?--4i«.m-|>4i*.rM8s0, 

die man erhält, wenn man Gieichang (8) mit rm — m niulti« 
plidert 

Die notwendige ond hinreichende Bedingung, damit Glei- 
ciiBDg (11) ein äqoiauharmonisches System bilde, ist Dich 
Nr. 27.: 

durch welche Gieichang die vier Poncte r» r^, r%, Tg gegellen 

sind. Nach Nr. 1446. folgt daher: 

LehrsatxXVlI. &n tycigetischea CurtenbüMchel dritter 
Ordnung enthält vier äquianharmonische Curven, deren 
Jede auch die Eigenechaft besiiti, als Curte 99m Beeae 
ein egeigeUeckee Dreteeit w Men. 

Damit GleicbuDg (11) ein harmonisches System bilde, rouss 
nach Nr.6u eelai 

Diese ddehimg OUt nit Glelebmig (10) satMamea» md dareiis 

folgt: 

LehrMts XVm. Bim n^ffM^ QarweMetket drit- 
ter Ordmmmg enikiiU sechs harmoniscäe Choren, die auch 

die Curven sind, welche die Curven vom B€*»e ihrer ei- 
gemen Curve von Hesse darstellen*). 



*) SalmoHf Uigktr plant curvi.x. p. 198. 
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$. 24. 

IMe Corve dritter Ordnunip als Cmrve wm Mease 
dreier Terscliiedener Stetze von KegclschBittctt be- 
trachtet. 

140. Eine Cvrve dritter Ordiinii|r enthalt drei 

•teme correspondiereiider Puncto. Nach Nr. 143. kann 
eine beliebige gegebene Curve dritter Ordnung Cj als Curve 
von Beste dreier mit ihr sycigetiiicher Curven dritter Ordnung 
M»gM0hen werden. Jeder dieser drei Curveii eotfipricht ein 
Nein eoniseber Polaren» eo dass also Jede Cnrve dritter Ord- 
nnng die Curve von ReaMC dreier ?erw*iiieder Netse von Ke- 
gelschnitten ist. In Bezug auf jedes dieser drei Netze ist die 
gegebene Curve dritter Ordnung nach i\r. 132*. der Ort der 
Paare coojugierter Pole, so dasz also die Puncte einer ( urve 
dfiller Ordnung anf drei ▼emchiedene Arten zu zwei und zwei 
coflingiert nein kSnnen» in der Art, daaa je swei conjugierte 
Puncte denselben Tangentialpnnct besitxen. Daher eilt nach 
Nr. 133a. der Sats: 

L e h rsata 1. M Hmer Cttr^e OrMer Ordntntff exigtierm 
drei ^9ieme eorre^ponOiereiider Puncte. 

ist nSnIich s. B. # ein Pnnct der gegebene Cnrve dritter 
Ordnung nnd « «ein Tangentialpnnct, so gehen naeb Nr. ISOA 

Ton u aoszer uo noch drei Tangenten aus, deren BerOhrnnga- 
puncte « ir respective durch o', o", o'" bezeichnen wollen. Wir 
haben also die folgenden drei Paare conjugierter Pole, o, o'; 
9, O, die nich anf die drei verschiedene Netze von Ke- 
gnlachnitlen beliehen, nelche als gemeinrnshaftfiebe Curve von 
Bß99€ die gegebene Curve dritter Ordnnag haben. 

Indem man dieselbe Sehhiaarelgening anf jeden der Puncto 

&, 0", o"' ebenso anwendet, wie auf den Punct o, eiebt mnn 
sehr leicht, dasz für das erste Netz o, o' und o'\ o"'; för da« 
»weite o, und o'", o'i för das dritte o, ond e' o" con* 
jttgierte Pole Teratellen. 

a. Eigenschaft den vollaCIndigen Vierecks, daa 

aus den Berührungspunctcn von vier Tangenten, die 
sich in einem Punct.'e der Cnrve seibat schneiden, ge- 
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bildet ist Es seien 0, o' und o", &** tw«i Paare conjuglerter 
Pole in Bezug auf dasftelbc Netz. Schneiden sich nan die Ge- 
raden oo" und o'o*^ in y und die 00"' und O'O" in s, fto sind 
auch nach Nr. 134. jf und % ein Paar conjugierter Pole für daa- 
aalbe Mefs. 

Die Puucte o", jr liegen in einer Geraden, folglich liegen 
nach Nr.39ft. ihr« Tangentialpuncte, die aach beaiglicfa die 
Tangentbipanete der Puncle O', 9^, % anf einer zvrdteo 
Geraden. Die Tan^entialponcte von • and o" fallen aber in 
a zuBammen, so dasz damit auch der ^cmcinschnCtliche Tan- 
gentialpunct von j§ und % mit » sttsammenrällL Darautt ergibt «ich: 

Lehrsatz IL Sind 0, o\ 0", o'" die Bertikrungtpuncte 
einer Carte dritter Ordnung mit den Tangenten, die ntan 
durch einen i/trer Puncte u legen kann, so Hegen die 
Diaffonaipunc/e x, y, s, des Vierecks oo'o"o"' auf dieser 
Clarse, vnd äts Tangenten in u,ae, 9, %, sckndden Siek 
in ein und demseUten Punete derselken Cnree, 

b. Vollfctaiidige einer Curve d ri 1 1 er O r d n u ng ein» 
geschriebene Vierseite. Aus dem Satze in Mr. 134. folgt, 
wenn a, efy b,b* swei Paare cerreapondiereBder Pnucte dar 
Carve dritter Ordnoag aind» daaa es, damit diese sich auf eh» und 

dasselbe System beziehen, notwendig und hinreichend ist, wenn 
der Dorchschnittspunet von und a'b', sowie der von ab', a'b 
anf der C urve liegen. Hieraus künnen wir mit Rücksicht auf 
die in Nr. 45</. hetviesene Eigenschaft Folgendes scblieszen: 

Lehrsatz III. Ist ein rollständigcs Vierseit einer Ctirce 
dritter Ordnung eingeschrieben, so bilden die Gegenschein 
tel drei Paare eorrespondierender Puneie, die m einem 
und demseibeu Systeme gekSren, 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Einteilung der vollstin- 
digen, einer gegebenen Curve dritter Ordnung eingeschriebenen 
Vieraeile iv drei veracbiedene SyatoaM. 

c. Beziehungen zn ischcn correspondiere »den 
Punctcn der verschiedenen Systeme. Es seien a, ai\ 
b, b^ zwei Paare conjugierter Pole in Bezug auf zwei ^ erschie- 
dene Netze. Der Tangentialpunct von a und a^ sei a; ( der 
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von * and §ti es «eieo ferner e, e^, c» die dritten Dorchschnitts- 
pancte der gegebenen Curre dritter Ordnung mit den Geraden 
o^t ^1^« o^i dann vrird c der Tangentiaipunct von c und «r, 
sein. Nach 6. sind also e nnd conjagierte Pole, aber in 
Bezug auf da« dritte Netz. Ebenao siad, weno dB» C tr a dtn 
^ ond die Cvnre poch in den Pmeton €^ «od acheel^ 
den, diese beiden Ptande «•■jag^erte Pele Id Bemg «nf das- 
«eJbe dritte Neti*>. 

147. Beziehung zwischen vier Puncteti, die den* 
8clben Tangntialpunct haben. Gegeben ist ein Puncto 
und ein Büschel Kegelschnitte, das einem Viereck e/jfh omge- 
echrieben iat Was ist der Ort der lleriliningepaBcte der Tee» 
geates, die bmb vea » aa dieee Kegeleeliaitte legea Itaaet 
Da man durch 0 einen Kegelschnitt des Büschels l^eii kann, 
und also auch in O eine Tangente an denselben, so geht der 
gesuchte Ort durch 0. Anszer O enthält jede Transversale, die 
durch ihn gelegt ist, noch zvrei Poacte des Ortes, nämlich die 
DoppeipuneCe der laTdntlon, welche aaeh Nr. 49. die Kegel- 
selinitte des Bfiscbels auf der Transversale bestiauaen. Der 
gesuchte Ort ist also eine Cnrve dritter Ordnung, die auch durch 
^> A fff A ß^bt, da man einen Kegelschnitt des Büschels so le- 
gen kann, dasiz er oe in e oder ofiu f, u. s. w. berührt. 

Jeder Kegelschnitt des Buscheis schneidet auszer in e, f, 
g, h die Curven dritter Ordnung noch in zwei Puncten m und 
m', in denen der Kegelschnitt die Tangenten, die von o an ihn 
gelegt irerden ItSanee, lieiBlwt Nach Nr.6S. gebt die Gerade 
mmft die Polare ireo 0 ia Besag, anf den KegiBtacbnitt, dwcb 
einen festen Punct u, dem Qepenpunet der vier pBMcte e, f, 
§, h. Geht der Kegelschnitt durch O, so fallen die beiden 
Puncte tn, m' in o zusammen. Dieser Kegelschnitt berührt also 
die Curve dritter Ordnung in o, und if ist also der Tangential* 
pnact Ton o. 

Unter den KegcUcbnitten des Büschels gibt es drei Systeme 
roa svrei Geraden, nämlich die Paare G^eoseiten {fiftgh)» ieg,fk), 

*) Hcshtf Uffxr C'irvrn dritter Ordnung und die KeffelsckniU», walair 
lUese Cun-ci in «frei vci fchiedenen Puncten ktrükn», {Cr«iU» Joomali T. 36. 
Berlin, Ecimcr. 184". 8. 148— 153> 
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(ektfg) des gegebenen Vif recks. Für jeden dieser Kegelschnitte 
fallen die Pancte m und m' in den bezüglichen Diagonalpunct 
susammen. Daraas folgt, dasz die Diagonalpuncte o', 0", O'" 
Vitredn dar Corve dritter Otdwng angeboren, üd da« 
die TMgmten ia di«Mii Puneleii sieb in ti wiAaMm, 

Da die Geraden 0{etftg,k) Tangenten der Corve dritter 
Ordnaaf \m 9, f, 9t h ^nd, ao tat dar Kegalaebidtt, dar doreh 
die Itinf Paaele o, e» f, g, k gebt, die erste Polara daa Pandaa 

O in Bezog auf eben diese Curre dritter Ordnung. Dero ent* 
sprechend ist der KegeUcbnitt durch u» o, 0', O", o*" die erala 
Polare von «. 

148. Die geradea Polaren einaa Paactes einer 
Carve dritter Ordaan)^ In Beiag aafdie mit diaaeray- 
cigetiaeben Carven geben durch den Tangentlalpaaat 

des gegebenen Pnnctes. Ein beliebiger Panct der gegebe- 
nen Curve Cs dritter Ordnung sei durch O bezeichnet, und es 
sei u der Tangentiaipunct von o. Ist eine Carre dritter 
Ordaaag» darea €anra vea J7«##« ist, so bealebt die an- 
alacba Polare van u in Beai^ aaT aaa elaaa Paar Geradea» 
derea elae nach Nr. ]33d. durch o geht; folglich geht die gerade 
Polare von O in Bezug anf JTs durch «. Der Punct u liegt aber 
auch auf der geraden Polare von 0 in Bezug auf weil 
diese letzte Curve in o von der Geraden ou berührt wird. In 
ti aebaeidea aieb also aacb Nr.Sie. alle geradea Pataraa vaa 
o in Bezug aaf alle Carvea dritter Ordrang, die durch die 
Durchsciiiiittspaacla der Cnrvea Cf and beacbriabea aiad. 
Uaraaa folgt: 

Lehraats IV. Berührt eine Gerade eine Curve dritter 
Ordnung in o und schneidet sie einfach in einem andern 
i*unc^e u, MO gehen die geraden Polaren ton o in Be%ug 
auf alle tnil der gegebenen Curve dritter Ordnung syci- 
getiseken Curven äurtk dem fmuH «*). 

a. Weitere Eigenschaften dar geraden Polaren. 
Es seien 0, o', o", o"' die Benlhrungsponcte der Tangenten der 
Curve dritter Ordnung die durch u geben. Nach dem leUten 

*) Sa/M«s, Om omw» ^f tknrd ardtr^ y^W. 
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Satze liegt u auf der geraden Polare eiries jeden dieser vier 
Piincte in Bezug auf alle sycigetischen Curveo dritter Ordnung. 
Folftlicb gehen die coniscben PoUreo von ii in Bezug auf die* 
seilten Corven dritter Ordnmg simmllich doreb &*t €^*). 

Die drei Paar Gegenseiten des Vierecics oo'o"o"' »ind die 
eoaiielMB PalarMi von m in Besng anf dfe drei eycigetiselien 
Curven. der«» Cnnre von Mes9€ dl« C« ist, dM b^iC, nie 
sind TnngMiten «n die drei entnpreebenden Cnrven von I7«jr/tf Jf. 

b. Forts e t7.u n g. Man beachte auszerdero, dasz nach 
iSr. 14Ca. diei^uncte o', o", 0"' die Diagoiial|iuncte des Vierecks 
sind, das durch die Berflhningq»anct0 der dorcb o an die Cunre 
dritter Ordnung gelegten Tangenten gebildet wird. Folglieb int 
nacb Nr. 108». der Pol der Geraden n^a"' in Besng anfalle 
conischen Polaren Ton o für alle sydgetiscbeo Cnrven dritter 
Ordnung, u. s. w. 

149. Eigenschaften der Tangeuten einer Curve 
dritter Ordnnng ans drei ibror Puncto in gerader 
Linie. Eo seien M, K t die dr^ Pnncte, in denen eine Gerade 

eine gegebene Curve dritter Ordnung schneidet» und n^, n,, 
o, ; ön, 6i , b^, b^ ; Cf^ C| , c^, Cj die Berührungspuncte der Tan- 
genten die sich beztiglicb durch diese Puncte legen laszen. Da 
die Tangentiaipuncte dreier Puncte in gerader Linie ebenfalls 
in gerader Linte liegen, ao muan notwendig die Gerade» die 
eineii der Puncto a mit dnein der Puncte A verbindet, durcb 
einen der Puncte e gehen. Die zwölf Puncte a, b, € Hegen 
daher zu drei nud dr« auf aechszebu Geraden**). 

Es seien a^» ho» ci* diei Puncte, die ans dienen awGlf Pon- 
cten in der Art ausgewählt sind, dasz sie auf einer Geraden 
liegen, und es seien a|, bi, C} ; a^, b^, c^; Oj, 6^, bt^^ngüt-'b 
die correspondiereHden Puncte derselben in Bezug auf die drei 
Netae K^mdaebnitte, denen die gegebene Curve, als Corvo von 
H€99e angeaehen, nach Nr. 146. Entolebnng gibt. Nacb dem 
Satte In Nr. 134. sind immer» anaaer 



*) Ca^Ujf, A MtMtir on esrMf tte. i<u449. 
**) Plüvktr. S^atm der atniftiaehm Gtamtlrk, B.27S. 
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^> 

ta je drei folgende Puncte io gerader Linie, nSmlich 

«o»^i>Cti b;€i,ag; c^*4H*^iI 

«b» ^1 ^* Hf ^'t 

Nach dem Satze in Nr. 146c. sind ausserdem noch in ge- 
rader Linie; 

Og, c«; C|; <b> Ct't 

0i> ^> ^> ^« ^» Ii» ^« Ei- 

nlese seclissehn tierade laszen sich in acht Systeme von 
je vier (ieraden verteilen» die Jedesmal alle zvröif Berdbrange- 
pancte enthalten*). 

a. Eigennehaft der Pnnete Mg, C|. Die Panete 

Ol > ^1* ^1* ^®>* Poncten Oq, b^» in Bezug aaf ein und 
dasselbe Netz entsprechen, »ind nach Nr. 134. die Scheitel ei- 
nes Dreiecks, deszen Seiten der Reihe nach durch Oq, 6q, Cq 
geben, und uacb Nr. 137. gleicbzeitig die Berührungspuncte der 
Corve dritter Ordnnng mit der Poleeoaiea der Geraden a^^o 
in Bezog anf dieses Nets. Nacb Ni*. 30. sebneiden sieb daber 
die Geraden, vvelche die Puncte a|, bi, C| mit den Scbeltel* 
pnncten des Dreiecks verbinden, das durch die drei Tangenten 
OOi, bbi, cci gebildet wird, in ein und demselben Puncte**). 

Es ist überQuszig, daran zu erinnern, dasz dieselbe Eigen- 
sclialt auch fär die Puncte b^, und a^, b^. Platz greift, 
welche den Puncten Oq, bo, Cq in Bezug auf die beiden übri- 
gen Ncixe entsprechen. 



*) ^S«t<, UtUr Cvrvtn dritter OrdiOMg & 158. Die sAl 

Systeme von vier Oeraden sind die folgenden: 
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) Flacker, System der otu^ftUcheH OtometrU, S. 46. 
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b. Weitere Eigenschaften der gegebenen Puncte- 
Die Geraden af,b^^ und a^bi schneiden sich in einem Poncte c 
der gegebenen Carve, die^e geht somit sohoI durch die Durch- 
8choitti>puncte der zwei Systeme von drei Geraden (oo», bb^, cCq) 
und Mb)* wie doffeh di« der beide« eedern anaiogee 

Systeme (aoi, bbi,cei) und Oi^i» Ot^i)* ^ ^^'^^ nach 
Nr. 506. einen Ort der dritten Ordnung geben, der der dop- 
pelten Bedingans genügt, soitoI durch die gemeinschaftlichen 
Puncte der beiden Systeme (ooof ^^o* ""^ i^t» zu 
gehen, als die DurchechDittspancte der beiden Systeme {nb, 
«b^» Oo^u) und (•§, «i^y Oi^) M enthelten. Diese beiden Be« 
Aagengeii werden gees genau dwch dae Syalem dreier Geraden 

(40. [OI][IO], CCo) 

erfüllt, worin [OIJ den Durcbschnittspunct der Geraden oo» und 
bbi bedeutet und [10] den Punct, in dem sich i«| und bbo 
ecbneiden. Nua kann aber jeder Ort der dritten Ordnung, 
der XU dem BGschel gehört, das doreb die beiden Systeme 
(ab, Ob^u' Aq^o) und (ab, a|6,, Oi^,) bestimmt wird, nicht anders 
zusammengesetzt sein, aU aus der Geraden ab und einem Paar 
conjugierten Geraden der quadratischen Involution, deren Dop- 
pelalraleB a^o ^^i aind*). Die Gerade (01j[IO] geht 
daber doreb den Paaet and ist nadl Nr. 25«. der eeojn^srte 
baraeniaebe Stral ven te^ ia Besag anf e^lb vad mg^i, 

€. Fortsetzung. Mittelst desselben Raisonnement findet 
man, dasz, «renn ooo die Geraden bb^ und bb^ in den Puncteo 
[02] und [03] schneidet, «nd elwnae die Geradea 04« aad 
üo^ in den Puncten [20] und [30] trifft, die Gflvaden [02]ßO] 
und [03][30J durch Cq geben. Folglich haben, wenn w'it durch 
[00] den Durchschnittspunct von oog und beseichnen» die 
beiden Systeme von vier Puncten: 

[00,01,02,03] und [00.10,20,30] 

gleiche DoppelverlUiltaiase» da aie die DurebscbaitCapaaete der 

") Habea die Owen «in« Bawh iis Kegebdnilto efam IXoppelpaaet 

Ca gemein, dds htiszi . besteht jede »tu einem Paar durch gdcgtcr Oe- 
rnden . so bilden die ^mmtlirhcn lOMunmcngcböriKca Paare tod Gcrndni 
aogeoBchciniidi eine luruluuon, deren Doppd^tralcn die beiden Carveo de» 
BbmImIs lind, dit nndi Nr. 48. ia c„ «ine Spitse haben. 
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beiden TransTerMlen üOq, ^b^ mit ein und demselben Büschel 
Geraden sind, das durch Cq geht. Hieraus folgt, dass die an- 
barmooischeD VerhJÜtnisxe der beiden Büschel 

a«eb gUlcb sind, das beiait, daas die aeeba Pmele 

[00], [11], [22], [33], a, b 

aar demselben Ke^el8chmtte liegen, \rie trir »chou oben in 
Nr. 131a. gezeigt haben. 

Dem analog haben, da sich in «i die vier Graden aipifrj. 
Cg^, Ot/bf, a^ö^ schneiden, die BOscbel 

•(«b> «h* «b) 
gieleb« Doppdverhiltafaca, n. a. wie ao eben* 

d. Eigenschaft der Durchschnittspaacte der bei* 
den projectlviscben Stralenbüscbel. 

Eaacbeelden aicb im Panctec^ die Geraden [0)][10], [02][20]. ..; 
» » » e, „ „ r0ü][Il],[22][33],..; 

fcroer „ „ „ „ €g „ „ [00][22J, [33][n]. ..; 
eedlicb „ n u » „ ^ [001[33],£llj[28]..*>. 

Die Poaete [00), [11], [32], ßS), ia denen aieb die be- 
nelegen Straten der beiden projectivischen StralenbQscbel 
Of H^o» ^ ^a) ftchneiden, bilden daher ein voll- 
sündiges Viereck, deszen Uiagonalpunctc , c^, r, der Curve 
dritter Ordnung angeboren, und die Berübruugspuncte der drei 
Tanfenten aind, die aldi b r, den dritten DnrebadinittaiNioct 
der Carre ndt der Getadea al, adiaei^a. 

Fallen die beiden Puncte a und b zusammen, ao erhalten 
wir daa In fir. 146«. bewieeene Theorea wieder. 

e. Eigenschaft der Durchschnittspuocte der Tan- 
geaten aaa sweiPuncten einer gegebenen Curve drit* 



*) In jedem der i^uncic ^hneidco sieb tedis, den Ckradeo [OlJ, [10] 
«nalode fmde LialeB. 
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ter Ordnong. Die Puncte a und b sind die IMittclpunctO 
Streier projectivischer 8traletihrischel, in denen die Geraden 
A(ao, o^. ^3) den Geraden b(ö^„ öf, ö^, b^) entsprechen. Man 
ziehe durch a eine Gerade, die bb^ im Puncte (:rO) schneide, 
nod verbinde den Pwict [aO] mit Cq dareli ein« G«rade, die 
aoo im Paeete [Qa?] treffe; dene iet ^[Qr] di« Gerade, wdelie 
a[sO] entspricht. Aof die^e Art findet sich , danz der Geraden 
ab, jenachdeiD sie dem Büschel a oder b angehürit; betrachtet 
wird, bc0 oder oCo entspricht. f)ie Graden ac^^ und bc^ sind 
daher nach Kr. 59. Tangenten in a und b an den Kegelschnitt, 
der dorch die beiden projectivieehen Streleobflscfael enengl wird, 
dae betnt naeh Nr. 107., €^ iet der Pel der Geraden in Be- 
ivg auf de« Kegelaebnitt a([qOJ[Jl](SS](33]. 

Dem analeg aind C| , c^, die Pele der Geraden a§ In 
Bezug auf drei andere Kegelecbnitte, die doreh ü und h, aofvie 
durch die Durchschnittspuncte der Tangenten gelegt sind, die 
eicb in a und ( echueiden (m. a. Nr. 131a.). Folglich ent«tebl: 

LehrsatsV. Die TanffetUen, die wum dutek aaM# Amr/e 

c und b einer Curve dritter Ordnung an dieselbe legen 
kann, sclineiden sich in sechstehn Puncten [xy], welche 
%u vier und vier in vier KegelschniUen liegen, die durch 
; a und 6 ^ehen, 

Lehrsatz VI. Die Pole der Geraden et' tu Beiug auf 
diese Kegelschnitte Hegen auf der Curve dritter Ordnung^ 
die in Urnen von Her Oeraden berUkrt wird, welche eieh 
in t, dem dritten Dnrtkeeknltiepmiete der Oeraden eb mit 
der Curve dritter Ordnung, treffen, 

Lebraati VII. Die Me von in Bemtg auf drei be- 
liebige der Her Kegelschnitte Hnd die Diagonaipuncte dee 

vollständigen Vierseits, dessen Scheitel die vier Punete 
[aey] sind, welche auf dem vierten Kegelschnitt Hegen*). 

« 

/. DttrchacbnittapaBcte der eaniaehen Polare von 
Cq mit der Fandamentalevrve. Die ooniscbe Polare von 
Co aehneldet, avaaer daaa ale die Corvo dritter Ordnung In 



*) 5a/ XI 0)1. Th^oremu Mir /«f emtrbe» de trotsiiiHe dtgri, p. S76. — 
Higker plane mrvts, p. 134. 
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beröhrt, dieselbe noch in r, und jeder Kegelschnitf, der 
dorcb p, q, r, « geht, «cbMidet die Cntve dritter Ordnung in 
swei weiteren Pmetan, die mK €, den Tngeiitielpanet m 
nach Nr. 147. in gerader Unie liegen. Der Kegelschnitt also, 
«ler durch p, f, r, • und « beechrieben iet, eetbilt auch de« 
Funct b. 

Bekanntlich hat das vollständige Viereck pqr» seine Dia-' 
gouaipuncte in Ci, Cf, c^, das heiszt in den Poncten, die nach 
146a. mit Co den Tangentialpauct gemein haben. Daraus folgt, 
dass dac Dreieck CiCsC, jeden Kef^elsehnitt, der dem Viereck 
pqrs angeMbriebeo, oenjagiert iet 

Da aber . c^, auch die Diagonalpuncte de« Vierecks 
[0ü][n][>2][33) sind, eo Iet daa Dreieck e.CtC, ebenfalls dem 
Kegelschnitt conjugiert, anf «reichen die eeelie Pnnele a, §• 
[OOJ. [IIJ. [22], [33] liegen. Pe^glich geht nadiNr.l06#. die- 
ser Kegdsciinilt auch durch p, f, r. «*). 

180. Drei {Systeme Kegelschnitte berühren die 
Fuudamentaicurve in drei Puncten. Wenn man in der 
allgeneinen Methede in Nr. 07«.» nn den eeget^pumet von vier 
Pnneten einer Cnrre dritter Ordniwg an conatroleren, an- 
nimmt, dasx durch paarTveieea Zvaamroenfallen , dieaelbea aiefa 
auf zwei a und b reducieren, so wird der Gegenpunct c mit 
den Tangentialpuncten a und f> von a und 6 in gerader Linie 
liegen, das heiszt, er ist der Tangentialpunct des dritten Durch- 
•ehnltte|ianeCM e der Pnndamentalcttrve nit der Geraden ab. 
Jede Gerade dnrcb t schneidet die Cnnre dritter Ordnung in 
sirei Pnneten m und n, durch welche ein Kegelschnitt geh^ 
der in a und b dieselbe Curve berührt Fallen daher die Pnncte 
m und n zusammen, so haben die Curve dritter Ordnung und der 
Kegelschnitt unter sich drei zweipunctigo Berührungen. Durch 
c gehe« vier Gerade» die berObren. Einer der BerObrungs- 
pnnde € liegt nit a und b in gerader Linie; die drei nndera 
seien Ci , c«, Cj. Wir betrachten den Kegeladinitt, der in den 
Puncten a, b, Ci berfthrt. Die Pnncte € nnd C| eind in Beng 



*) Samuel Roberlt^ On tke inUrseaion» oj toHgenU drawn throui/k 
Am jwmCr m a csrw As AM Agna. (Qouterfy Joonsl ef pun and 
snilisd Iff a rtwmrtict voL S, Loadon 1860, ^ Itl). 
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auf eioM der drei Miei, derm Cw?« vwi mdi Nr. IIIK. 

die gegeken* Gnrve dritter Ordmiog bt, enjß^mH Pole, md 

ist bi der conjugierte Pol von b in Bezog auf dasMlbe Netz, so 
gebt die Gerade 6|<r| durch a, und die beiden bCi und treffen 
sieb in Oi, dem nach ^ir. 134. dem Puncte a für daf^selbe Nets 
conjugierten Pole. Das beiazt, nird die Curre dritter Ordoung 
o, 6, Cg vea einer Cnnre sweiter Ordnnng beifibri» eo liegte 
die ie Besag eef eine« der drei Netse ceejegiertoe Feie 
bi, c von o, 6, Ct in gerader Linie. In Bezug auf dieses Netz 
ist also diese Curve zweiter Ordnnng nach Nr. 137. die Polo- 
conica der Geraden OibiC. Sind dem entsprechend und 
a^, b^ die correspondierenden Puncte von a, b in Bezug auf 
die beiden andern Nelse» eo eind die Kegelaclmitte» die in a, 
§, nnd ü,k,€t betOhren, die Poloconiicen der Geraden mjb^ 
end ütlbge fai Beeng enf die eiwibnten beiden Netie. 

Felglich beben wIn 

Lebreets VIII. IHe M^^HteMUt, welek» eine (karmt 
drUter Ordnung in drei Ftmcten berühren, Verteilern «iesA 

in drei Sttsteme, be%üglich avf die drei Net%e, deren ge- 
meinschaftliche Curve von Heese die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung ist. 

Die secba Berubrungspuncte zweier Kegelschnitte dessel- 
ben Systems liegen auf einem schneidenden Kegelschnitt, und 
umgekehrt« beacbreibt man durch die Beräbrangspuncte einee 
Kegelscbnittee ebiee beetbnraCen Sfntonie beliebig eine Onrve 
zweiter Ordnung» eo schneidet diese die Carve dritter Ordnnng 
In drei neuen Puncten, in d^nen dieselbe von einem zweiten Ke* 
gelecbnitt deaeelben Systems berfibrt wird (m. e. ancb Nr.]37a.). 

Soll eine Poloconica dnrch zwei Pnncte o und if geben» 
so nird die Gerade, der sie entspricht, nach Nr. 136a. die ge- 
meiDscbaftliche Tangente der coniscben Polaren von o und o' 
sein. Zwei Kegelschnitte haben aber vier gemeinschaftliche 
Tnngenleo, felglicb geben dnreb swei gegdiene Pnnete strSIf 
Kegaiadinitto* filr jedes System vier, die drei sweipnnetige 
Bartlhrangen nit der gegebenen Cnrfe dritter Ordnnng beben. 

Nach Nr. 137. hat die Policonicn riner Wendelangente für 
jedes der drei Netze eine sechspnnelige Berflbnmg mit der 
Carve von Messe, Folglieb gilt: 
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LshrtMs IX. Et gibt Htbaumdmamii Keg^MaäUe^ 
ßr Jedet SgtUm mam, Me ehnt M e e ka f mm cUge BerQknm§ 
mU der gtgebtMn Cune dritter Ordmmg eingehen*). 

Die B^rOhningspaiiele aind diejeDigeo, treldbe to den drei 
Syetewen den neun Wendepeaeten entopreeheii, des beisxt, 

sie sind nach Nr. 39<f. die Puncte, in denen die Gnrve dritter 
Ordnung von den Tangenten, die man durch durch einen Wen- 
depuncte legen kann, berührt wird. £jnen beliebigen dieser 
PoDcle nennen wir pt q oder r, jeoaelideni er dem ersten, m-ei- 
ten eder driltm Systeme angebOrt. 

Drei Wendepuncte io gerader Linie und die neun Puncte p, 
q, r, die ihnen ia den drei Systemen enispredien» Miden einen 
CenpleK ven »Hilf Ptandea« aaf die mn die in Mr. 140. gefim- 
denen EigeneelmllMi naweiNien iunn. Auf diese Welse felgt: 

Lebrsnts X. Jede Oermde, die twei hmete p denei' 
ken Sffeteme verHedet» §ekt dteres* einem Wendepimet: 

Lelirsnts XL Jtde 0tmde, weleäe mmI Fnnete p, v 
eo» nereeUedenen aifeiemen eerbMet, eekneldel die Cmre 
dritter Ordmmp In einem hmele r dee dritten Speteme. 

Ansserdem fe^ nneh Nr. 137«.: 

Lehrsatz Xli. Die »ec/i» l'uttcte p, die in äeuisetben 
Syeleme sechs Wendepuneten einsprechen, die ae( vnei 
Oeraden Hegen, Hegen auf einem Kegelschnitt**). 

*) SuimTt GtmstriiA» Ldirtitu. (jCrtlUt Jounial, T. 13., Bcrtiu, 
RdMr, 1846, & lüfy 

**) £««•«« IMer Omvm drimr Ordmu^ «. t. w. & IM— 17ft. 

fcaiwr dm In dlmai nad don Ittam Faragratdian cüiartn Abband- 
laagw atha ain nedi Mgaada da: 

MSbiuM, Ueber die Gnm^famen der Linien der dritttu Ordmtmj (Ab* 
handlangen der KCnigL Sldiiiiehan GeieUechaft der WiMsaaebaftea, I. Bd., 
Leipzig 1849. S. 40.)- 

Sellavitisf SuUa dattifieazione dtlU emrm dd tiir£ ordite. (Memorie 
daUa BodeSk nallaa» dcUe idenoe, t. SB., parte S., Uodcaa, IUI, p.»).— 

iS^MMROM dei nuovi metodi dl geouietria — ÜülfiMi (MaaMtia ddl' IMMI» 
Venett», rol. 8., Venons 1860, p. 34S> 
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und weitere Aufiffiluriuis^eii. 

Mr. AI. 

B« «eleu xwei projectivische CurvenbQschel gegeben. Die 
Curven des ersten Büschels haben in einem ßasispuncfe O ein 
und dieselbe Tangente, und es sei o auch auf der Curve des 
zweiten Büschels gelegen, die der Curve des ersten Büschels 
«itsprldit, flfr wdehe # «in Doppelpunel Ist In Nr,97§. ist 
licfrieneii, dans der Ort der Dnreiuicbiilttspanete dar nntepre* 
ebenden Carren ztveimal durch o geht, vrir vrollen jetzt unter- 
suchen, welchen die beiden Tangenten dieeee Ortes in Doppel* 
poncte sind. 

Lemma. Es sien (ü, V,W,....), (V, K', IF', ....) die ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Büschel von der- 
selben Ordnung n, die eine Curve A' von der Ordnung 2n er- 
sengen, welche dnrch die Basispuncte der beiden Büschel 
bindnrcbgebt 

Die Curven U, V erzeugen ein neues Büschel, dessen Ba- 
siapanel« mf K liegen. Eine Carve IP* den leinten BOechek 
nebneidet K in noeb andern iiF Pnneten, and iiesebreibt «nn 
dnreh diene nnd einen bl^ebigen andern Testen Punct auf E 
eine Curve n-ter Ordnung, so schneidet diese nach Nr. 54a. 
K in andere n* — I fetten Puncten, ivas auch U" sei. Ist der 
beliebig fixierte Punct ein Basispunct des Büschels VY\ so bil- 
det er mit den flbrigen i^— I festen Pnneten die Benin von 
fV\ Die Carre O schneidet nimlich JT in 9ii* Pnncteo ven 
denen ^ nnf V* liegen, nnd die andern iiF auf f. Ebenso 
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ficbneidet U' K in Poncten, von denen auf ü liegen und 
die «Ddcrn Mf Y\ Eine l»eliebige Curve (J" de« BOeclieU üü* 
mAwAAti daher X In anderen fil^ Pvncten, die anr einer Oirve 
f des Buscheis YV liegen. Die Büschel {V, V\ U",...,) und 
(F, K', V", — ) sind rolglicb projectiviech» und die ven ihnen er- 
zeugte Curve iet ebenfalls JT. 

Den entapreehend Begen die Bweiten Durchschnitts- 

pancte von D" und K auch auf einer Carve W" des Bflscbels 
WW', und auf diese Weise erhalfen wir ein neues Büschel 
(U", V", W", ....)» das den gegebeoen projectivisch ist, und des- 
sen Basispunete auf fliegen. Da nun dieCurven U", V*, W 

beaOglieh su den BSeeheln 1717', Vf*» WW*, .... gehSren, deren 
Basispuncte sämmtlich auf K liegen, se eraeogt das neae Kitoehet 
(ü", V", W",....) mit einem oder dem andern der geg^Mlien 
suaamnien dieselbe Curve K, Daraua f<^gt: 

Lebraats. ^tt§ebeH met pmifeeiMBdu! CmveMMekei 

(D, r, W, ....), iü', V, W, ....)von derselben Ordnung, die 
eine Curve K erzeugen. Ist V" eine beliebige Curve des 
Büschels UV, so las%en sich andere Curven V", W" 
besämmen, die betäglich %u den Büscheln, VV, WW',*.., 
0€Mren und mti D** «In fwitet Jitriie/ Mf «teK, das den 
gegebenen projectivisch ist und mit jedem dereeSben «r- 
eummem dSeeelbe Cune K eneugt. 

Es seien jetat (U, F, ....), {V, V*,....) zn-ei projecttvieehe 
Cerveabdacliel ven beüeUger Ordnang , vad JT die €«rve, die 

aie erzeugen. Unter Annahme zweier nillkurlicher Curven L 
und L' betrachten wir die projectiviscben Büschel (VL, YL^ ....)* 
(D'L', Y'V, ....), die durch Verbindung jeder Curve des einen 
oder andern gegebenen Bfiscbels mit der Curve L oder L ent- 
alclMn. Der Ten den beiden neuen Bfiscbeln erzeugte Ort iat 
eleaiwr der Cempicz der drei Curven K, L, V, Die Ordnungen 
der Linien L, V seien nun so anagewühlt, dasz die beiden 
neuen Büschel von uleicher Ordnung sind, dann können wir 
nach dem vorhergehenden Lemma ein neuei« Bii^chui (U. P, — ) 
construieren, das dem vorhergehenden projectivisch ist, deszen 

Cnrven beti^lieb den Blaebeln V'L\ ....)> (FA VL\ ....) 

angebSren and ae heeebafen aind, daea daa neue BOaebel niit 
dtM verbergehendea (W, . . . .) den Ort KUf ersengt. 
Crtmeas, Meat C hr tts. 17 
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Daram dMt die beiden projeeliTiicfce» BMiel (Ii, 9. ....) 
md {0*, T'»....) den Ort XL eneogeo. 

Wir Mtxe» jttit vetau, alle Cervea dea BOadiela {O, K, ..«) 
berührten eine und dieeelben Gerade R in demselben Puncte 
0t uod y sei die Curre, lur welche o ein Doppelpunct ist. Die 
entsprechende Carve gebe ebenfalls durch o. Dann hat die 
Curve ^ in 0 einen Doppelpunct, und wir suchen jetst die bei> 
den TangentM an tieetinunen. 

Man fvShie für L eine Linie, die nicht dnrch o gebt, und 
L' sei aus der Geraden R und einer ebenfalls nicht durch 0 
g eilen de n Cnrre laaaaiengesetst In dleeem Falle haben die 
Ganren den Biaebeie (CX, 0*L% ....) in • dieaelbe Tangente Ji; 

md man nehme jetzt für It die Curve dieses Büschels, welche 
zweimal durch O geht. Der Punct O ist fÖr die beiden Curven 
YL, V'L' ein Doppelpunct, er ist es also auch fiir alle Curven 
des Bfischels {YL, Y'L% unter denen sich auch P befindet. Die 
Carre K wird g^haeitig mit L daicb die BOaebel {JD\ FO. 
Cl^ 9) eraengt, nnd deelialb aind nach Nr. BS., wenn man r = Ot 
9^=2 setzt, die Tangenten von JT in o die Taagenten derje- 
nigen Curve P des zweiten Büschels im nSmIichen Puncte, 
welche derjenigen Curve Y' des ersten Bfischels entspricht» die 
dnrch o gebt. 

Da P dem Büschel (K£, Y'L*) angehört, so sind die beiden 
Tangenten in o an coojugierte Elemente in einer quadrati- 
neben Inveintien, in der dde Tangenten ven P oater eich een- 
ngiert nfaid, nnd die Tangente m f der ee^f agierte Stiai ven IL 



ma Kr« 

l>er Sata in Nr. 14. geallgt aar BeaUmmvng des Ausspru- 
ches in Nr. 69c. unmittelbar nur dann, wenn die Fundaniental- 
curve ein System von Geraden ist, die durch denselben Punct 
gehen. Wir haben daher die Verpflichtung, hier einen allge- 
gemeinen nnd ve U ati ndi gen Bewein an liefern. Zn demeelben 
aetaen wir, wie ee erlanbC lel, iMgende Lemmate ?erann: 

Lemma 1. Die Poiare (es werden hier stets erste Po- 
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ItfMi ▼eistandM) «te MsMIimi fticr f«lf AivA 
Dtpptlpuncte der HitäMumt a iewv e. (DIm folgt onmlttel« 
ter MW Nr.l&). 

Le«Ma S. Dta FMan» tim» gegebmem Fimeu» 4m 
Besuff auf die Curvem €imu SMMa MUem «to miderw9 
BüaeAei (rSr.Ö4a.). 

Lcnroa 3. M die Fundamentmieune 9hm Gera- 
den und einer andern Curve %usammengeseM, und der 
Pol tcird auf eben dieser Geraden angenommen, *o ist die 
Polare aus der gegebenen Geraden und aus der Polare 
im Bemtg auf die wmeUe Cmne msammengeseiU» (OiM 
folgt ttiiBiltelbar «w der Delaitlon der Polami vod au 
Nr. 17.) 

Lemn« 4. Lima wum ämrek 4U Mß Fmmete, im äemem 
eime Chrv« der feiern Ordnung durch n Gerade, die dmrek 

einen Punct o gehen, geschniiten tcird, eine %weite Curve 
derselben Ordnung hindurchgehen, so hat der Punct o 
für beide Curven dieselbe Polare. (Dies folgt augenbiick- 
llek» ds di« Polaren voa • in Bezug auf beide Corren aaf 
jeder der • gegditnee Geraden 1 Pnacte gemda haben). 

Es sei also jetzt eine Fundaroentaicarve Cn der a>teD Ord- 
nung und zwei beliebige Puncto 0 und & gegeben. Wir be- 
Miebnen darch iW' die Polare von • la Besag aaf die Polare 
von o* und dem analog darch IV* die Polare von o' in Bezog 
avr die Polare voa 9 aad wolloa bbb bewoiaea, dasx die Curven 

and iV* saeanuneafaUen. 

Man liehe dareh ef enie beliehlge <3eiade A aad ea eoi 
daa B dM he l der • Goraden, die vea • nach den m Durchschnitts- 
pnactea von Cm und R gezogen werden kunnen. Die fiberblei- 
beoden n(n — 1) Darcbschnittspancte der Orte C;, und liegen 
aacb Nr. 43^. alle auf einer Curve Cn-\ der (a— l>ten Ordnung. 
IIa Cm den BOecbel (J., RCn^) angehOrt, so gehürt die Pohtfo 
voa ef in Besag auf Ca nach Lemma 2. sn dem Bflachel (9^-1, 
BFm^, worin ipn-x das Büschel der n— 1 nach Nr.SOl in 9 
zusammenlaufenden Geraden bexeicbnet, die die Polare von o 
in Bezug auf Jn bilden , und ^n-^ die Polare von O' in Bezug 
auf Cm-i ist Diese Corvo ili-s bildet nach Lemma 3. mit R 

17* 
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xasaiuinen die Polare von o" in Besag auf die zasammengesetxte 
Ciirve BCn-i' Geroäsz Lemma 4. folgt ferner, da«z die Carve 
P00' nichts Anderes ist, als die Polare von o in Besag aaf 
Jir«.s, da« hebst, aie geht wdh Lenaa L darch di« n— S 
Dwr c h «€ fcnHtop<mcte vnm JV-t und Jt 

Üa Cm dem Büschel (Jm^MCm^i) angehört, so flUt nach 
Lmmm 4. die Pobre von • in B«nig mti Qt mH dm Peiwe 
vMi • to Beng nt RCm^i »wuiim mnA g«bt folgÜdi nach 
Lemma 1. dareh dton — 1 Darschschnitfspancte von d-i and 
R. Die Curve Peo e^^ht daher durch die n — 2 harnoDiaehen 
Mittelpuncte des durch die Durchschntttspuncte von Cm—i und 
R gehildeten Syateros in Bezug auf den Pol o', das heiszt, sie 
gebt aneh dnreh die n— S DarabediRtttepenete der Cnrve A-s 
mit il 

Au« Allem folgt, dass die Polaren Pm' und Pg-» 2 Puncte 
■tf efeer MeUgen, dercb deo Peect ^ gelegtra Tnee?eiwde 
gemein haben. Diese beiden Polaren follee deber bi tUmt ein- 
tige Cimre der (»— 3)-ten Ordoung meenimee. 

Be eeien eee 0",.„.,tM, fi^l beKeUge Peeele der 
Ebeae, und man bezeichne dereh Pm-«" die Polare voe • in 
ßesug auf Po»", durch Pm'«''o"' die Polare von o in Bezu^ auf 
P»'0"»"; u. w. Aas dem eben bewiesenen Satze erhält man 
dann aagenbllcklicb. dass die Polare iV'a"«'~ .... »(^i dieaelb« 
Cnrre bMM, bi weleber Ordamg aum «neb die Pete e', 
atoMet Nlnart mtm Jetst neeb ea, daei r dieeer 
Puncte in einen o sasammenfallen, ued die Olierbleibeiideii 
ft -I- 1 — r = r' sich ebenfallc in einen & vereinigen^ eo hat man 
den atlgemeineo Satz: 

Lehrsatz. Für eine beliebige Pttndamentaleurve fäUt 
die t'te Polare eines Fundes o in Beutg auf die r'-te 
Polare eines andern Punctes o' mit der t-ten Polare von 
& In Betmg auf dta r^U IMnre m 9 mkmhmmi»^. 



• ) Bei diesen nnd «odern ZusStien bin ich sehr wirksam durch die 
lehrreiche Correspondenz mit meiaem berähmteo Freunde Dr, Hirtt geför- 
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mm. Sr««9* 

BMdgBeh iltr BMÜMwg 4er üoppelpmeto «Im Bla cfc i to, 
wir den eefcoe betraehteten FUleo Nr. 88«, h., e. endei* 
vee elfrae ellgeMdoereoi Cfcweklmr UesaA^en. 

tu Die Curveo de« gegebenen Büschels n-ter Ordnung 
heben eioen r-feebee Peaet • geoMiii, «nd o*! eelee swäi 
beliebig enr der Ebene feetgelegte Pnacle. Die Peieren ven 

o in Bezog Auf die gegebenen Curven haben in o einen r-fachen 
Ponct mit denselben Tangenten als die gegebene Carve, und 
diene Tangenten bilden eine Involution des r-ten Grades. Die 
Polaren von o' haben dagegen in o einen (r — ])-facben Peeet 
«ad ihre Tai^eoleo frerden In einer invointien dee (r— l>-ten 
Grades gruppiert sein. Die beiden Involutionen sind projecti- 
visch, und eine beliebige Gruppe der zweiten ist nach Nr. 74. 
die Polare von o' in Bezug auf das Geradenbflechet, das die 
entsprechende Gruppe der ersten bildet. 

Die Polarenbflscbel von o und & in Bezug auf die gege- 
bene Curven erzeugen eine Corve der 2(fi — l)-ten Ordnung, die 
in 0 einen (2r — l)-rachen Punct bat, und deren Tangenten die 
nneb Nr. 52. beiden bvelnllenen geiMineebnfliichen SCmlen hü* 
den. Diese gemeineelialUlelien Sfralen sind nach Nr. 19l offenbar 
die Gnmde nnd die Deppebimien der Invetatien r4mi Grnden. 

Den entepmcbend eraengen die Pelare von • nnd efaM 
sweile Curve der 3(n — I)-ten Ordnung, die (2r— I)-mal durch 
O geht und dort von der Geraden 0&' und den Doppelstralen 
der obenerwfibnten Involution r-ten Grades berflbrt wird. 

Da nun die beiden Cnrven der 2(n— ])ten Ordnung einen 
(Sr—- l)-fachen Punct 0 und in ihm 2(r — 1) gemeinschaftliche 
Tangenten haben, so zählt o fär (2r — l)*-f 2(r — 1) ihrer Durch* 
Bchnittspuncte. Aber o gilt auch für r* Bastspuocte des Po* 
larealiiachels von o; folglich hat auin, da 

(Jr - 1)» + 2(r - 1) - r« = (r- l)(ar + 1) 
Ist; den Sats: 

Lehrsatz 1. Wenn die Curven eines BOscheis einen 
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r'fmeken Pmui gemein haben, wo wäUi dfaMT/lr (r-l)(3rf 1) 
Dofpefpmaeie äes Bügeäei»*). 

ß. Wir «etzen jetzt voraus, dasz die gegeb«nen Cuvrw im 
getu«fiwcb«flllclM« r-fachM Pnaeto # diMtlbw r TugMten 
babtn, Id w«lchea Fall« ein« vra ihaea. Cm, r-^l Zwalga hat, 
dl« iieh la • aebaridaa. 

Dia Polarea voa • Maa ia 9 eiaeft r-bchaa Paaet aiit 

danselben Tangenten, wie die gegebenen Curven, die Polare 
von Cu aber wird in 0 einen (r -f l)-fachen Punct haben. Die 
Polaren von o' haben in o einen (r— ])-rachen Punct mit Allen 
geneinschaftlichen Tangenten. Diese sind die Geraden» welche 
la Besug aaf das TangeDteabfiacfael dar g^ebeaaa Carreo ia 
o die Polare voa bildaa. IM« Polar« la Beaag aaf Cm aber 
gebt r-mal durch 0. Die beiden Polaren büschel erzengen alao 
nach Nr. .51. eine Cur?« der 3(s— l)-tea Ordaaag arft eiaani 
2r-£icben Puncto in o. 

Dero entsprechend erzeugen die Polaren von o und o" eine 
zweite Curve derselben Ordnung, die eine gleiche Anzahl mal 
durch o geht und folglich 4r* Durcbschnittspuncto mit der ersten 
Caire bat, die simmtlich mit o zusammenfallen. Aber o gilt 
Air f«-f r Baalapaaeto des Pobraabliachels Ar wd • stellt 
daher r(3r— I) Doppolpaacte das gegebeaen Bischels vor. 

Fallea von dea geaMlaachaftHchca Taageatea daich • • 

in eine einzige Gerade R zusanuaea» so berOhrt diese in 0 nach 
Nr. 74. e Zw ei£;e jeder Polare von o und « — 1 Zweige jeder 
Polare von o' und o", und folglich bat auch jede der Curven 
2(ii — l>-ter Ordnung * — l in a mit Jt zusammenraileode Tan- 
gealea. Ia dieeem PaHa vereialgt ale« • 4f*-|-«— 1 Durch- 
admittspaBcte dieaer Carvea. Das heiaat: 

Lebrsats II. Me» äte Chrm stfa«r BUtekeif tauaer 

einem r- fachen Pmißi alle TanieMen in dieeem Pum^ 

gemein, und fallen von den let%eren e in eine Gerade »«- 
eatnt/ten, so -^ählt dieser PuHCi fOr r(3r— l)-|-«— 1 Dop- 
pelßuncie des Büschels. 



*) In Beng auf den ctnladatcn Fall diese« und des U^fudea Lehr- 

»atzes 5p1k man Cnyley: SouvflUx r/cherches svr nUmination et Im tkioru 
ilt» cnwrhca (Cr«//e« JooraaL T. (9. Berlin, Beioier, 1863, S. S4.). 
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M M^r, dmi Matt, ffattm 4te Tan§tnien aUer Canen 
im o in eine eimige Q§rm^ muammem, 90 aäUi 0 ßr 
3r^ — 1 DofM^funete, 



y. Alan setze nun voraus , dasz eine einzige Curve Cu nntor 
den gegebenen r-mel danA «inea Pneet o gehe and in ihm 
« mit der Gereden R sasamoMnfiülende Tnngenten bebe. Denn 

liat die Polare von 0 in Bezug auf Cu r Zweige, die dorcli O 
geben und mit Cn dieselben Tangenten haben. Die Polare 
eines beliebigeo Punctes & in Bezug auf Cn hat in o einen 
(r— l) recben Puoct init#~l mit R sasammenfsllenden Tan- 
genten. IMe Bdflcbel der Peleten ven • ned ersengen dalMr 
eine Cnrve der 2(ii— 'l)-ten Ordnung, die in o nach Nr.6l#. 
einen (r — l)-fachen Punct mit * — 1 auf R Tallenden Tangen- 
ten hat Eine entsprechende Curve und mit denselben Eigen- 
schaften ausgestattet entsteht durch die PolarenbQschel von O 
and einen sweiteH beliebigen Paect 9^, und für diene beiden 
Cnnren 9(ii— l)-tar Ordnnng reprleentlerl der Panel • (r— 1)* 
•f 1 Darebecbnlttoponeleb delier gilt der Sniss 

Lehrsatz III. Qibl es in einem CiffrenMiechei eine 
Cime, Me ekmm r-fmekm Firnes mit e nteemmmf ie Uenäe m 
Tm^femUm beeilet, eo iet äieeerFtmH 4er ifrt ßr (r~l)* 
I DefRelfemeie 4ee MSeekeie^ 



6. Liegt o, der r-fache Punct von Cn, auf allen Curven 
des Bäscheis, die dann in ihm alle eine gemeinschaftliche Tan- 
gente bnben, so gehen die Peleren ven • aiMitlicb dnieb 
dieeer Pnnet iet eise Or jede der Cnnren ])-ter Ordnnng, 

die durch die Polarenbüschel entstehen, ein r-fadier Punct 
Die«e Curven haben daher r*+*— 1 in o vereinigte Durch- 
schnittspuncte. Der Punct zählt nun auch für r Buieponcte 
des Polarenbüschels von o, und folglich gilt: 

Lehrsatz IV. Geht eine Curve eines Büschels r-mei 
durch einen der Basispuncte und hat dort s »usammen- 
faltende Tangenten, so %ählt dieser Punct für r* — r + #— I 
Doppelpuncte de» BUsekeis. 

Unter Anwendung der beiden letzten Sätze laszen die Be- 
trachtungen der Nr. 121. eich folgeodennaszen aussprechen: 
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LebrMts V. Umt im Bmm§ mtf eine pe§ekm»e Aniilf» 
menialeunte €iue erste Polare einem r- fachen Pmmet p 

mit s %usttfnmenfailenden Tangenten, so hat die Curve von 
Steiner (r-l)*+*— I im Pole dieser Polaren sich kreu' 
iende Zweige, die in ihm von der geraden Polare von p 
berührt weräem, weiche 4mr$ mtt 4er Cmne eem Steiner 
eeihei eine [f^^r-^e-^l^rpmmettpe BerfUmmp elmpekL 



Zu Vr. lUMfo. 

Mach TlMor«m Iii. S. 170. schalta me» Fotgend«« ein: 

Die Kegelschnitte also, di« durch zvrei gegebene Pnncte gehen 
und zwei gegebene Curven n-ter und nfter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vom Index n.f»|(n-f l)(ni -f i)* diesem 
Falle die Gerade, welche die zwei gegebeoeo Poncte verbindet« 
als ein Syatem swder aMmmenfallciider Geraden betraehte^ 
ebenlalle eine Cnnre der Reihe darstellen kann, die eine belie* 
bige gegebene Gerade berabrt, eo ist der Wert 2Jf der Zahl 
M' einer Redoctiou Hlhig. 

Um dieselbe zu bestimmen, erinnern wir daran, dasz die 
Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Puncte gehen, oder zwei 
gegebene Geraden berühren, eine Reibe vom Index 4 bilden, 
in irefeber etatt nebt nur vier wMdieiM Kegnbebidtto exiatferen, 
die eine dritte Gerade berflbreo. Wenn die Gerade, weidie 
die ge g ebe n en Puncte verbindet, die beiden gegebenen Geraden 
in a und b schneidet, so ist der Abschnitt ab, als ein Kegel- 
schnitt, dessen eine Dimension Null nird, betrachtet, Tangente 
der gegebenen Geraden in a und b, und bleibt auch Tangente 
jeder beiiebigen dritten Geraden. Sie reprieentlert daher ale 
eelebe» vier ineanaienlallende Auflusungen der Aafgalie: dnrcb 
swei gegebene Pnncte einen Kegelschnitt su legen , der die 
beiden gegebenen und eine dritte («erade berährt. Es ist also 
natürlich zu schliesxen, dass, wenn man an Stelle der beiden 
gegebenen Geraden s«rei OnrTen der «-len and %*tan Ordnung 
bat, die Reduetion der Zahl SIT gleieh dn.iii iet, da «.% die 
Zahl der Ponctepaare ist, in denen die gegebenen Cnrren von 
lier Geraden, welche durch die gegebenen Pnncte geht, ge- 
Nchnilten wird. iSucben wir diese Behauptang in beweisen. 
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Kmd ein CarvenneU »-ter Ordnung im Atlgemeioen ein 
N«li TM «istei Polam MiBf Ua ei» Nete darcb dni Cartwi 
betliaat is^ so ist sa eiitoeMdaii, ob «m, wenn drd Cnrvoo 

J|t 4i a-ter Ordnung und oiellt sn demselben BQscbel gehu- 
rig gegeben sind, drei Puncte nicht in gerader Linie, 
«o wie eine Cunre (« + l)-ter Ordnung der Art bestimmen kann, 
dasz in Besug auf die leUte Curve die Curven A^» die 
eislon Polareo ron «i» Ot* "l"'* 

Die FundameDUdcorve und die drei Pole hängen von 
i{n^\){n^A) -^fk Bedingungen ab; umgekehrt voriangt die 
IdentUlt d«r gegebenen Gnrven i|» mit den Polaren von 

Erfüllung von ln{n-\-Z) Bedingungen. Die DilTe- 
reor iwischen ihnen, (n — 2)(ii+4), ist nur für n = 2 Null. Da- 
her ist, mit Ausnahme des Falles n = 2, den vrir im Folgenden 
■peciell für sich bebandeln werden, ein Carvennetz im Allge» 
nninen kein Nets ?on ernten Polaion. 

Wir betrachten daher ein vollständig allgemeines Netz, das 
darcb drei Corven A§, n-ter Ordnung beetimmt iat, and 
OS nei eine andetn Gnrvn den Netten der Art, da» an«! 
bdiebigoder vier Carveo Aq* Ag, A^» Äi nicht sn eioem Bdacbnl 
gobQren. Wir fixieren beliebig in der Ebene vier Puncte Oq, 
«1» Ox» Oji von denen niemals je drei in einer Geraden liegen, 
and betrachten nie als den Curven A^ A^ A^ entsprechend. 
Man kann jetst die Ponete der Ebene und die Curven des 
Netsea aieb der Art nntepreebon lamen» dann uhhi die Badia* 
sung festsetst, daas Puncten in gerader Linie Curven einan 
Büschels entsprechen, welches daher auch der Punctreihe pm* 
jectivisch ist. Betrachten fvir zuerst eine Gerade, die zwei der 
gegebenen Puncte z. B. Oq, verbindet, so ist die Projectivitit 
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zwisebM den PnMlen der Geraden und den Conren des 
Bdechele ioi| dvrcb die Bediognagen beetifunt, deei den Pan- 

cten Oft, Ol die Curven A^, Ai, und dem gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct der Geraden OqUi, 0^0^ die den Büscheln 
AqÄi, gefneinschaftliche Curve eoUprecbe. Daraus folgt 

neeb» dnet eineni anderen Pnnete der Geraden Oga^ dne vell* 
stindig indiridnalMerte Cütn den Blacbela iod| entepriebt 
und oBgek^rL 

Man betrachte für eine Gerade R die Poncte, in denen 
dieselbe drei Seiten des VIemcbs aoOia^ ecbneldet. Dienen 
drei Pnncten entsfirecben drei sehen bestininite Carvea des 
Nefse«, die demselben ßflschel zugehSren und folglicb entspricht 
einem beliebigen Puncte von R eine vullig individualisierte Curve 
desselben Bflucbels und umgekehrt. Die Curve A, die einem 
gegebenen Punct a entspricht» findet man, indem man ihn als 
Dnrchscbnittspnaet sweier Geraden Jl, JT betraehtet, die man 
der Einfachheit wegen durch swei der gegebenen Puncte ziehen 
kann, und dann die Curve nimmt, welche den beiden Bdscbein, 
die SU den Geraden gebOren, gemeinscbafUieb sind. 

Anf diese Art entnprieht einem Ponete m eine feste Cnrve 

A des Netzes, die nirolich, welche allen Boscheln gemein bity 
die an Geraden, welche sich in a schneiden, gehören, und um- 
gekehrt entspricht einer Curve A des Netzes ein vullig indivi- 
dualisierter Punct o, nimlich der, welcher allen Geraden gemein 
ist, welche s« Bdscheln gehOren» die Ae Cnrre A enIhalleB. 

Alle Carven des Netzes, die durch denselben Punct a ge- 
hen, bilden ein KOschel und entsprechen also den Puncten einer 
Geraden D, und umgekehrt, diese Gerade enthält die Puucte, 
welche Curven des Netaes entsprechen, de dnrch # feste 
Ponete gehen, deren einer m Ist Wir kOonee also sagen, dass 
einem beliebigen Ponete a eine feste Gerade D entspricht, der 
Ort der Puncte, deren Cnrren A dnrch a gehen, dasx aber um- 
gekehrt einer beliebigen festen Geraden D nicht ein, sondern 
n* Ponete entsprechen, die die Basis des Bflschels von Cnrren 
A bttden, weleiie den Pnncten ven D entspredMn. 

Eineni Puncte der Ebene entsprechen also eine Curve de^ 
Nettes ond eine Gerade and amgckebtt einer Curre des Netaes 
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entspriclil «in «iniiftr lieitiMoiter Pooct« alMr ^ioer G«iadw 
m* Pallete. Am den VoriiMgalieBdra folgt mb: 

Lebrsftts I. 4ie Oarve A ettm Amcltst « ^barek 
einen wioeUen Fitmct «f, j» §tlU mm§ekekrt 4U Oeruäe D 
warn «* ätark « umä Hee mtm. 

Wm iat der Ort d«r Pneto, die aaf den entoptedieiiden 

Curven A, oder auch nach Lekrsatz I. auf den correspoetferen- 
den Geraden D liegen? Es sei R eine beliebige Transversale. 
Einem Functe a derselben entspricht eine Carve A des Netzes 
die R \n n Paocteo a schneidet Nimmt man umgekehrt einen 
Pmcl a aaf J* eo «ntepradMB die Cerven A, die dweh « gebeo, 
den Pnncton einer bestimmten Cternden die ü in einem 
Pnncte a schDeidet. Das lieiszt, einem Poncte a entsprechen 
fl Poncte a, w&hrend einem Pancte a nur ein einziger Punct a 
entspricht. Es gibt folglich »-fl Poncte deren jeder mit 
einem der entsprechenden Poncte a susammenßillt , daher gilt: 

Lehrsatz II. Der Ort eines Puncie», der auf der ent- 
epreckenäen Curve A Hegt, iet eine Curve K der (n-|- 1)- 
ten 0r4nunff. 

Was ist die Einhüllende der Geraden D, deren jede einen 
der correspondierenden Puncto enthalt? Es sei t ein beliebiger 
Pnnct, dann luiben die Gereden, die durch i gebeo, nach Lehr- 
eeis L ibre eetspreebendee Ptonete auf der i entepreebenden 
Genre A, welche nach Lehrsatz II. die Cnrre JT in n(n -|- 1) 
Pnncten sehneidet, ond auf der die Gerade, vrelclie einen die- 
ser Puncte mit i verbindet, einen ihrer entepreclienden Pnncte 
bat. Folglich gilt: 

Lehrsatz III. Die Eink&Uende einer Geraden D, die 
durch einen der n* Puncte geht, die ihr enieprechen, iet 
eine Curve U der n(n f lyten Ciaeee, 

Der Ponct i gehört der Cnrre ff nu, «renn zwei der Gera- 
den , welche t mit den Durchschnittspuncten der Curve JT und 
A, welche letztere i entspricht, verbindet, zusammenfallen, das 
beisst, wenn die letzte Curve K berührt. Daraas entsteht: 

Lehrsatz IV. Die Curve H iet die Einhüilende der 
Geraden D, die den Puncien der Curve K enteprecken. 
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und &ieitkuUbf der Ort 4w AoKite. Miete 4mitMiMii 

SM dl« Ctenrm A die eratto Polaren Ihrer enIepreebeMleii 
Paocte in Besag enf eiee FeedMieetakarve» ee lelleo die Cer< 
ven ir und X «II letierer wwe«*). 

Aber Meh ie den ellgeneloetee Falle beeCebea leai frOai- 
ten Teile die E%eaechafleD , die io diesem Werke för ein 

System von ersten Polaren bewiesen sind, und bleiben selbst 
bis auf den Beweis unverändert. Dies kommt vorzut^sweise 
daher» dasa diese Eigeoecbaftea uod Beweise fast alle eicht 
eewel ven deei polarieehen Zneamneahaage der Cerven dee 
Neiiee mit elaer Firadamiitelcaree ablilBgee, alt vieliaehr veii 
der HnMrU chen Bestimmbarkeit derselben niittelet nur drei 
von ihnen. Man hat daher für ein beliebige«; geometrisches 
Corvennetz folgende allgemeine Sätze, die man mit Zuhilfe- 
nahme der Erklärung eines Metzes und des Lehrsatz 1. bewei- 
een IcaeB: 

Lehrsatz V. DwrcUäufl ein Puncl eine Curve Cm der 
m-ten Ordnung, so wträ die enltpreehende Gerade D von 
ehigr Omw L der m,m49m CKmm mmkiUtt, die tmek der 
Ort etme PuneUe iH, dem eine Qtree A, die Cm be^ 
rMrtf entepricktm 

Hat Cm Uimewie^ieekemfimele» eeiHdie Crdmm§eaM 
wem L §ieiek «(M-f 2«-3); dieee Mi eermtndert eiek 

aber um r+#— 1, wenn. Cm einen r-fMem hmei weU e 
WM i amme nfaiiemde» Tengemten koL 

Aua dieaem Satze folgt, daas die Zahl der Curven Ä, die 
zwei Curven Cm, Cm' berühren, gleich der Anzahl der Durch- 
schnittspuncte der t>eiden entsprechenden Corven L iet» deren 
Ordnungszahlen gefunden sind. 

Den Spitzen von Cm entspreclien Wendeponcte von L, und 
da man ao die Classe, die Ordnung und die Zahl der Wen» 
depwele dieaer Ciiffe fmuA, m kn mh nittelat der Fer* 
nda von PiUeMer die ZaU der Ueppelpaeele» der Depelta»- 
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graten «imI der SpiUra bOTtctoen. DitM Z iMw i mm Imim 
eriwoow, wia^ viele CumnA eine doppelle Berlhran^ md wie 
▼iele eine dreipunctige Berfihnuig nit der gegebenen Eiinie Cm 
eingehen (M. n. Nr. 103.). 

Lebrentn VI. Der Ort HmeBFtmetM p, rfmen §erm4e 
Polaren In Bmng Mf die Curven A eine* Net%e» durch 
denselben Punct o ffehen, ist eine Curve der Z(n—\)-ten 
Ordnung, die man nach Ar. U5. die Curve ton Jacobi * 
4let NetU9 nmmtn kann, imtf dKt ttek mck naeh Ar. 90& 
«Iv Ort äer BerMmmgu ßme te wititeke» dem Cmem dee 
Net%es deßäerem tiett, Oder mte Ort der DßffetpmUe der' 
eeiben Cureen, 

Lehrnntn VII. Skr Ort der Ptunete e, in denem eiek 
die geraden Polaren einee und dewaelben Pimete» p eekmet' 

den in Be%ug auf die Curven de» Net%e», ist eine Curve 
der 'd(n—])^-ten Ordnung, die man Curve vom Siei' 
mer dee y eines nennt (M. j. Ar. 98a.). 

Daher entspricht jedem Puncte p der Curve Jacobis 
ein Punct o der Steinerechen Curve und umgekehrt, « 
und die BtmhBUemde der Oermden po, weiche die gemetm- 
eckaflüehe Tamgemle der Curven dee Nettes im p ist, die 
durch diesen Punct gekem, Ut eime Cuere der ^m—\ytem 
Ciasee {fir, 9»».). 

Lehrsatx VIU. Der Ort eimee Fmtetee m, dem eime 

Curve A mit einem Doppelpunct p emtepriekt, iet eime 

Curve Z der 3(n — J )*-/«« Ordtmmg» 

Die Curve Z fällt mit der Curve von Steiner mtsoM' 
inen, wenn die Gurten A die ersten Polaren der entspre- 
chenden Puncte a in Betug auf ein und dieselbe Pumda' 
mental curve sind. (Jf. «. A^.SSA). 

Die Gerade D, welche dem Punct p entepricht» berilirt nach 
iSr. 118. in a die Cur?e £, das beiszt: 

Lehrsatz X. Die Curve S ist die Einhüllende der 
Geraden D, die dem Punelen der Curve vom Jaeobi emt» 
sprechen. 

Ann dienern SaUe nad Leliraats V. leitet man nicli die 
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QaMe der Cwv* S wk nmd muMmdtm «Ii« ibrigen Singulari« 
Uten, und bieraM erscbllMit aw «agmblickM die fai Teile 
Nr. 1 19-131. gegebeeee Fefsefai, dereh welcbe eaegedrückl wMs 

wie viel C«rveeb4lechel sieb in sirei vereebiedenee Pee- 
clM berflbree» 

wie viel Bieeliel eatar eieb eiee drdpeadige BeriArnng 

eingehen» 

wie viel Curven mit zwei Doppeipuncten, und 

wie viel Curven mit Spitzen ie einen beliebigen geemetri* 
•dien NeUe eicb befnden. 

Bei dieser Aufgabe beroerlie man, dasz die im Texte ge* 
gebenen Zaiilen d\e Curve Jacobi* ohne jeden vielfacben Punct 
vorauszusetzen. Die Verfinderungen jedoch, welche diese Reeul« 
täte erleiden, wenn die Curve Jacoöi* selbst vielfacbe Puncte 
beeitst, sind leidit nnebtnweinen. 

Haben die Curven eines Netzes d gemeinschaftliche Puncte 
mit verschiedenen Tangenten und weitere k Puncte geraein, in 
^ denen de nidi liergbffen« ne IwC nacb Nr.96, 97. die Cerve 
Jacobiw in jenem d Doppelpunde nnd in dienen k dreifache 
Puncte nnd in jedem der letzteren zvrei Tangenten, die mit 
der den Curven des Netzes geraeinschartlichen Tangente zusam- 
menfallen. Daraus folgt, dass diese Puncte 2d^Ak Üurcb- 
eehnUinpnncteB der Gerte JmemM edl efaMf iielieb^en Cnrrn 
dee Neleee gldeb gdlee« nd die Clenee der Cerve i? ist nbn 
«eck Nr. 118*. gldeb 1)— Si^-I-Sl; 

Wir eetien jetet verme, denn» nbgeeebee ven den gemefai- 
•cbnMIeben Penelen der Curven dee Netnee, die Cerve «/««oM« 

andere d Doppelpuncte nnd n Spitzen besitze. Dann wird nach 
Nr. 103. die Ordnung des Ortes der Puncte, deren Curven A 
entsprecbeo, welche die Curve Jacoöis berOhren, gleich sdn: 

3(11—1X6«— 6) — 2(tf -l-d)— 3«— 4d: 

Folglich iet die Zahl der Weedetengeelen ven £ nadb Nr.llSdL 
gteieb 

3(11— 1)(4»— 6)-2(rf+ d) -3x— 4Jk, 

nnd hieraus schlieszt man mittelst der Formeln PiüeterM wei> 
ter nnf die andern Singnlaritäten derndben Cerve. 



271 



Habt» die Carvcn dM Nttew «iaan r^laeheii PwmH ge- 

ndD, »o ist deiMlbe für die Curveyaeo6^« «Iii (3lr— IHacher 
Ponct, wie raan leicht mittelst der Betracbtangeo der Nr. 96. 
b«wei«en Itann, er wird also die Cbsse der Carve £ um r(3r — 1) 
fiioheiteii vermindern. Da ferner ein beliebiges Carvenbüscbel 
des Neliea, Mwser dem gegebenen Panele nnr 

3(n-l)«-(r-l)(3r + l) 

Doppeipnncte znläszt (m. s. den Zaeatz ao Nr. 88.), so verabU' 
dert sich nach Nr. 88 J. auch die Ordnung von £ in me c fl » 
Falle um (r — l)(3r— 1) Einheiten. U. s. w., u.8, w, 

Lehrsatz X. Schneidet eine Curve Cm die Carte Ja- 
cobis in 3m(n— I) Puncten p, so wird die Curve £ in 
den dm{n—l) enteprechemden Pumcien o nach Nr. 122. von 
4m Ont Ur Fim^ ^ertOrt, ätnm Atm» A 4U Cm 

U. e. w., u. s. w. 

Wir beschlieszen diese Bemerkungen, indem uir einige gunz 
specielle Beispiele geometrischer Netze betrachten, bei welchen 
die BaeHnnrang der Cnrve JmtOkU aekr leieht iet 

1. Die Curven des Netzes seien von der vierten Ordnun«; 
und mugen drei Doppelpuncte i/, , d^, d^ und drei einfache 
PuDcte «A» ^1 9% gemein haben. Ist m ein Punct der Geraden 
4i4%, «o tlellMi diene Gerade nnd die Cwv« der dfüten Ord- 
BMig, die in db einen Deppelp«Mt hnt md dnieh die Pmete 
m, dl, d^, »it 9%f gebt, aesamroen eine Cerre dee Neties 
vor, die in m einen Doppelpunct hat. Ist m ferner ein Punct 
des Kegelschnittes dxd^»i»^, so bildet ebenso dieser mit dem 
Kegelschnitt d^d^i^m eine Curve des Netzes mit einem Dop- 
pelpnneto in M. FelgBeh Mdea die drei SeilM dee Dreiecfcs 
ägä^ md die diel Kegeieehnitle^ die deneeibea Dreieck ein- 
gesdirleben und bezüglich durch Je iwel Scheitel des zweiten 
Dreiecks »i»^ beecbrieben eind» MeemaMn die Cnrre Ja€Qbi9 
dee Netsee. 

Die Curven des Netzes, die durch einen and denselben 
Punct a gehen, bilden ein Bfischel, in welchem sechs Curven 
existieren, die einen Doppeipnnct haben (ausser den gegebenen 
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PoDcten), nimlich drei Systeme aus einer Geraden und einer 
Cnrre dritter OfdMag vad drei Systea« au iwei Kegeleehait- 
ta«. Mm ktni MtaKeh die Gerade d^d^ alt der Gorve dritter 
Ofdee^ die einen Doppeipnnct in bat and durcii a, di, 4^ 
*\* 's geht, combinieren oder den Kegeleckoitt dgä^i^it^ 
mit dem kegelschoitt dgä^t^^a, v. s. w. 

2. INe Cerven dee Netiee eeiee ve« der fllellee Orduig 
vad mBgee eeeba Doppdponete dt, d^, d^, d«, d^, d^ geaiein 

kabeo. Ist m ein Punct des Kegelschnitt»« dgd^tgd^, so stellt 
dieser zusammen mit der Cnrve dritter Ordnung, die einen Dop- 
pelpanct in 4i bat und durch m, di, d^, d^, d^, d^ geht, eine 
Cnnre des Metzes nit einem Doppeipuncte in m dar. Die Curvc 
JmfM* dee Netiea lat daher daa Syaten der aecha Kegel- 
aebaitte, die man dardi die gegebeaea Pancte d,, d^. ^, <i« d^ 
d^ besdweibea Itaaa, weaa bhui aie aa je Aaf aad fdaf cem- 
Maiert 

Ein Busche! des Netzes entbRlt sechs Curven mit einem 
Doppelpancte, deren jede das Syste» eiaea K^ebdusitta aad 
eiaer Curre dritter Ordnoag ist 

3. Die Carren dee Netaea aeiea ?ea der ftaftea Ordaaag 

nad m3gen einen dreiracben Paaet t, drei Doppelpaacte ^» d^ 
d( und drei einfache Puncte #t> *z» *t gemein halien. Ist et 
ein Punct der Geraden tdi, und man combiniert sie mit der 
Curve vierter Ordnung, «relcbe die Doppeipuncte t, d^ d^ bat 
«od darch die Paaete m, d|, %*>^U oder iet m ein 

PanetdaaKegelBebaitlea Cft^dM^i« m» eeaiMaiert dieaen 
■it der Curve dritter Ordnung, die durch di, dl^, m, 
und zweimal durch t gebt; oder ist endlich m ein Punct der 
Curve dritter Ordnung, die einen Doppelpunct in / bat und 
durch dl, d^, d^, «|, s^» gebt, und man combiniert sie mit 
dem Kegelecbaitt td^d^dtMi ae erhllt auui ia Jeden dieaer drai 
Fälle eine Curve des Netaea mit ei a a m Defipelpaaeta ia m. 
Folglieb bilden die drei Geraden /(di»dt,d^), die drei Kegel- 
schnitte #s) und die Curve dritter Ordnung, die 

durch dl, d^ d^, tg, #^ gebt und einen dreiracben Punct in 
t bat, zusammen die Curre von Jaeobi des Netzes. 
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Doppdpnncte, nimlich drai Systeme aus elntr üeradeo und 
einer Corre vierter Ordnang uod vier Systea« «m elM« K«- 
geUchnltt and einer Cunre dritter Ordonog. 

« • 
4, Die C»rra des Netsee eeiee von der «-ton Ordeeng 
und haben einen («— l)-lMhett Punct ü und 2(n— 1) einfache 

Puhcte#|, gemein*). Ist m ein Pnncf der Gera* 

den osi, und man combiniert diese Gerade mit der Curve (n— 1) ter 
Ordnang, die in 0 einen (fi—2)-racben Punct hat und durch m, 
J^, geH «der wenn m einPnnet der Cnrv« CL-i 

der (n— ]).ten Ordnung ist, die einmal dnrcb *u ...j face i| 
und (n— 2)-mal durch o geht, und man diese Corve Mit der 
Geraden mo combiniert, in jedem dieser Flile erhiit man eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuacte in m. Die 2<» — ]) 
Geraden «K'i» 'a* 's(i-i) und die Curve CW-i bUden daher 
geaaeinacbaftlicli die Cnrve ven JmeM Mr das Nela. 

. Betreebtot man das Curveubflschel des Netzes, das durch 
einen weiteren beliebigen Penet #o g«fc«B nnss, ee aerftli^ 
wenn eine Curve dieses BOschels einen Doppetpunet nasaer 
den (n — l)-fachen Puncte ö hat, diese nothwendigernreise in 
eine Gerade and in eine Curve (n— l)-ter Ordnung. Und wirk- 
lich, verbindet man die Curve JT*^ der (fi — Ij-ten Ordnung, die 
(fl— 3)-mal dereb • nnd aasaardeni dnrcb die Puncto sgi 
mit Ausnahme des einen ^ gdil, mit der Gen^ 
den, die diesen ausgelassenen Punct mit o verbindet, se bat 
man ollenbar eine Curve des Bflschels, welche aoszer in o im 
Durchschnittspuncte der Curve i:*^ mit der Geraden osr einen 
Doppelpnnet bat Anf diese Welse erhalten wir 2n — 1 Curven 
des Bisebela, die einte Deppetpenet haben, nnd diese Sn— 1 
Doppelpnocte cnaammen mit dem (fi^l).facben Punct o, der l&r 
(«— 2)(3ii— 2) Doppelpuncte gilt (m.s. den ZusaU an Nt.8S^ 
geben genaa die 3(ii — 1)* Doppelpuncte des Bflacbels. U. s. 
w., u. a. w. 



•) Cremona, Sülle trasformaziom geometricA« delle figure pioHe (Me- 
mori« d«ir AccademU di Bologu, terio 2«, tomo 2», Bologna 1863). — 
Jomquiireet De la trtuu/ormatio» giomMriqtu dtt Jigurt pianea. (MoutcU« 
Aaaalcs ds ■a th iaM H^ pss, !• iMs, Iob.9«, Fkiis 1864). — JomquiirM, 
Dm €omet dw CMrIat pUmm elc (ibidn). 

ers«*as» Mteme ftinii». Ig 
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I. Es iflt dB Nets KsgsiscbsUte gegebss, swo bsirseblst 
dsssdN als ds Netz erster Polarea einer anbafcsBoton Gnrre 
dfittor Oidmn^ nnd seil dsM die Pete bestimmen. 

Es seieD J|, it., i« diel Kegetscbsltte des Nctscs, die siebt 
dtmscUMm Büschel angehureo. Die beiden ersten seien zwei 
Paar Gerade, die sich bezflglich in 0| nnd schneiden, der 
dritte gehe durch O, und O2. Es sei ferner Oj der dritte Dia- 
gonalpunct des durch die vier Dorchschoittspuncte von Ai and 
1, geblldeien Vierecks, «id Oi, o», o. seien die nabeksanlen 
Pele der drei gegebenen Kegelscboitte. Da die genide Polare 
▼en «s in Besng vaf mit der geraden Polare von in Be- 
zug auf A^ zusamroenrallen musr., so ist diese Gerade jeden- 
falls OyO^, und folglich liegen und bezüglich in and 
fl^Oi* Die Polare Ton in Bezug aufilt nusz gleichzeitig die 
Polare von n^ In Besng anf il| sein, das bslsst, sie mnss dsreb 
geben, so dasa auf der Tangente von A^ in 0| liegt. Dem 
analog liegt a% auf der Tant^ente von A^ in O^. Nachdem die 
Pnncte , Os construiert sind, seien 0|C|, o^o» die respeotiven 
Pelsren iu Bezug auf ^1,. Diese Gerades sind dsaa aach die 
Polaren ven a^ te Besng aaf Ji and i., nnd folglicb ist ab der 
Ponet, in welcbem der zu 0|0| in Bezug snf die beiden Gera- 
den Ax harmonisch cunjugierte Stral, den zu 0^0« in Bezug auf 
die lieideo Geradan A% harmoniscfa conjogierten Stral scboeidet 

NacMem ao die Pole der drei Kegelschnitte Ai, J^, 
gefunden sind, so ist der Pol eines andern Kegelschnittes A 
des Netzes der Pol in Bezug suf A^ der geraden Polare voa 
41^ in Bezug auf A. 

Auf folgende Weise findet man ferner die Durchschnitts- 
puDcte der Fundamentalcurve dritter Ordnung mit einer belie- 
bigen Transversale R. Ist sc ein Punct von J?, so schneidet 
seine conisebe Polare M in swei Psnctan f. Urogeiiebrt iel, 
«renn dmcb sinen aaf Jt beliebig angenommenen Ponet jr die 
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cooiache Polare eines Ponctes Ton R g^t, der Pol « itr 
Durchschnitt von R mit der geraden Polare von y. DiepMoeto 
jf bilden daher eine quadratische Involution, die der einfachen 
Puoctreihe der Puocte a? projectivisch ist. Die drei geniein- 
•dMOlicbeii Punete d«r swei Reibeo sind die Puncte von B, 
welche auf ihreo rcsptetiven conleclieM PolaMo liegen, da« 
heh»t, eie «lad Paneto der Feedanieeteleiirve. 

2. Wir gelangen jetzt zu apeciellen Fällen. Wir nehmen 
»nrak an, in dem Netie befinde aleb ein i^egelschuitt Jfl. der 
aus einer xweimal genenmeeee Geraden Jt beelebl. Jeder 
Puuct dieser Geraden ist Pol eines KegelschnltCee Mit einen 
Doppelpuncte, auszerdem bilden aber die Polarkegelachnitte der 
Pnncte einer Geraden ein Büschel, es gibt daher in dem Netze 
ein BOacbei. deszen KegeUcbDitte sämrotlich einen Doppelpunct 
habe». Eie aelehes BOecbel iat aber notwendigerweise ein 
Baschel von Geradenpaaren in lorolntion, deeten Doppelstralen, 
jeder doppelt gezahlt, zwei neue Kegelschnitte P«, ^denNetsen 
bilden. Da nun jeder Punct von R der Pol einer conlacben 
Polare ist, die aus zwei sich int Punct» P Q schneidenden 
Geraden beelehl, eo iat umgekehrt dieser Punct der Pol dea 
Kegelschnittea JP. Darane fe|gt nach Nr. 79., daas PQH ein 
Dreiseit ist, von dem jede Seite, deppelt geilblt, die ceninebe 
Polare dea GegenacbeiteJa iat. 

Diese drei Kegelschnitte f», ßß, genügen in Folge ihrer 
Specialnatur nicht, um das ganze System der Peie an hidlvl* 
dualisieren, das heiszt, die Aufgabe, die Fundamentalenrve an 
bestimmen, ist unbestimmt Dieselbe wird bestimmt, wenn 
■Mn dir einen wirbliebeH Kegelschnitt des Netzes einen belie- 
bigen Penet, der aber aicbt anf den Geraden P, O. J? liegt, als 
.Pol annidkmt*). 

Oer Kegdacbnilt den Mettea, der durch zwei gegebene 
Pnncte & geht, beaaemt eich dnrcb difMcthede der Nr. 77«. 



•) Sind nlDlich drei KegdMbnitte A, JB, C gegeben, die ein md dsa- 

•elben Dreieck conjugiert sind, nnd Bind, wenn a ein beliebiger Ponct n», 
b and c d^jenigen PiuiGte, deren Polaren in Bezug „uf A bczöRlich die Po- 
Ism VOB o hl Bsng aef B ond C sind, so xcigt sieb leicht, dosz die Po- 
lasa voa 6 hl Bang aef Cdla FMan voa e Ja Bcng n£ S ül 
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Uar K«gtlMliiiitt dM Mtdieb (P*, der darch • geht, iat 
•ia Paar Getade, die mit P, Q ein harmoniiiches System bil- 
den; analog int der Kegelschnitt des BöscheU (F*, H^), der 
ebenfalls durch o geht, ein Geradenpaar, das mit P, R ein bar- 
noDiecbea System bildet. Diese beiden kegeiscbnitte bestimmea 
dareb ihr« geneiaaehallliebaii OardMtibnlttepuaela eia vollalto- 
digaa Viaraek, dassaa INagonaldreleclt FQR ist Der gewicbte 
Kagabchoitt ist nun derjenige, welcher durch die Scheitel 
dieses Vierecks and durch a' gebt. Für ihn ist also PQR ein 
conjngiertes Dreieclc. Alle Kegelschnitte des Neties sind folg- 
lieh demselben Dreieck conjngiert. 

Die Curve von Hesse ist in diesem Falle durch die drei 
Geraden P, Q, R gebildet und es ist folglich nach Nr. 145. die 
Fundamentalcurve dritter Ordnung iqoianharmonisdi. 

Aas dem Vorhergehenden folgt offenbar, dasz es in dem 
Netze keinen vierten Kegelschnitt geben kann, der aus einem 
Paar suaaiamaBlallaBdar Garadaa baataht Jada Gaiada alnlich, 
dia iwalnal gaaaaiiBaa aiaa aaaiadia Polara bildet, ist notw an* 
digerweise ein Teil* der Carva von Beste, und diese kann, 
da sie von dar drittaa Ordaaag ist, aiaht aabr ala drei Gafada 
enthalten. 

3. Wir babaa aban gasahan, daaa, dIa Eiiatana afaiaa 
Kagalacbnitla JP (eine doppelt genommene Gerade) vorausge- 
setzt, es nntig ist, damit die Kegelschnitte des Netxes ein 
System von Polaren bilden, daaz die Puncte der Garaden M 
Pole von Kegelschnitten sind, die aus Gersdenpaaren in lavala* 
tiaa baalabaa. Hat diaaa iavahitiaa swai van aiaandar «ad vaa 
Jl vaiacbiadaaa Doppalatralen P, 0» haben wir den vorher- 
gehenden Fall dar Nr. 2. Wir nehmen also jetzt an, die bei- , 
den Doppelstralen fielen zusammen, das heiszt, alle Geraden« 
paare hätten einen gemeinschaftliche Gerade P. In diesem Falle 
f^Ua von den drai dllaa dea Diaiaeka ^Jl awai P, Q aaaaM- 
mm (oder dia Carva vaa B*»%€ bestabt aaa der Geradaa P 
swwmal genommen und aus der Geraden il). Die Puncte von 
P sind daher Pole von Kegelschnitten, die aus Geradenpaaren 
bestehen, die mit P und R harmonisch conjugiert sind. Die 
Puncte von R dagegen sind Pole von Kegelschnitten, die aaa 
aiaar ISMtan Garadaa P and alnar bawaglicbaa Gatadan aaaaai 
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nieiigeMtst abd, die sieb am eUieo feilten Paoct o von P dreht 
Der Panct PB, der beiden Geradea angebort, wird dann der 
Pol des KegelschoitU P* sein, und der Panct o, der tfir die 
coniacbeo PolareD von ü ein Doppelponct ist, bat sar coniccben 
Polare J*. 

Tolgt vreiter, daez aHe Kegehcbnitte des Netzes P im 
PoBcte PM berfibren, and dass in Bezi% auf die«« t> der Pol 
dar Gandaa » iat .M da der Panct FR dia cMiaefca Palar« 
hat, so bat die Fnndamentalcurve dritter Ordnung in dem- 
aalben Pancte eine Spitze mit der Tangente P. Die Gerade il 
aber, die im vorhergebeuden allgemeinern Falle drei Wende* 
pnnete der Corve enthielt, verbindet im gegenwärtigen Falle 
die SpHaa der Carva nit ihraoi ainilgea Waadapaaete. Oia 
conieche Polare des Wandepvaetaa Iat aaa dar Garadaa P wmd 
der Wendelangente sasanmengesetst, and der Panct 9 ist da» 
her der DurcbscbDittepanct der Taageatea Im Weada- oad 
Kuck kebrpnncte. 

Man gelangt za dem eben betrachteten Fall auch, indem 
man annimmt, dasz im allgemeineren Falle der Nr. 2. einer der 
Doppelatraleo der Involation der Geradeopaare, welche die co« 
» laÄi » Polaren dar Paacta von Jl Uldea, nlt dlhaar Ceradaa 
Jl adbat loeammenfilllt. la Senaw beateht also der Charakter 
nnaeres Falles darin, dass zwei Spelten des den Kegelacliaitlaa 
daa Netxaa eonja^ertan Dreiecke anfeiBaader fallen. 

4. Es kann der noch specieliere Fall eintreten, dasz die 
Geraden P, Q, R alle in eine einzige Gerade P zosamraea* 
Adlaa. Dam lal Jader Ptoaat voa P dar Pal daaa K aga h c fca H« 
taa, dar aaa dar Garadaa P aalbat and einer awailen variablaa 
Geraden zuaammengesetst ist, welche sich nm einen festen 
Panct 0 von P dreht, und o ist der Pol des Kegelschnitte« 
jP*. Alle Pancte von P gehören daher der Fundamentalcurve 
dritter Ordnnng an, die folglicb ans der Geraden P and einen 
KasahdmHt aaeataneogesetat let» der P la • barlbrt AOa 
Kagebcbaitta den Netzes haben in o eine drelpaaetfga Baifb» 
faag ayt dar gaaMlnaehafllidMa Taagaala P. 

NaUbttdi tot h diaacm Falto die Corve von dia 
Gerada P dreiaial geaeaMea. 



uiLjUi^Cü by Google 



278 



5. Die v»rii«rg»henden Bttrachtongen s«igen, duz» nmm 
das N«li dM Kegelsdiallt F* entblll. oder swel Kegelaebnilte 

P*, A*, es, damit es eine Fandamentaleiirve gibt, nottrendig ist, 
dasz sich die Kegelschnitte des Netzes als einem Dreieck con- 
jugiert ansehen laszen, von dem alle drei oder nur zwei Seiten 
sasammenraUen , das heisst, es ist iro ersten Falle nStig, da«a 
alle Kegeleehnitto de^ Neteee Mtor eicli eine dreiponctige Be- 
rttnag mit der gemeioedieftlicheK Tangente P eingehen, and 
im streiten Falle, dasz die Kegelschnitte des Netzes eine der 
Geraden P, R in dem üurchschnittspuncte derselben berähren, 
und in Bezag auf die zweite einen festen Pol haben *). Wenn 
aber das Neu ein oder zwei Kegelschnitte enthält, die aaa 
eioem Paar saaammenrallrader Geraden beetebea, «ad die obi< 
gen BedingoBgeD sind nicht erßillt, so bilden dia Kagelschnitte 
kein System erster Polaren. So bestimmen z. B. zwei Kegel- 
schnitte, in Bezug auf die zwei Puncte a, ö einer Geraden P 
conjugiert sind, und der Kegelschnitt P* ein Netz, das keine 
FnndaoMnlalettrfe aailast Die Cum ven Fe#«# tat In dienern 
Feile nna der Geraden P und elaem Kegebchnltt anaammen- 
geeata^ der dnreh « vnd k gebt 

6. Haben die Kegelschnitte des Netzes einen, zwei oder 
drei Puncte gemein, und existiert in den beiden ersten Fällen 
keiu Kegelschnitt it*, so gibt es eine Fundamentalcnrre, die 
ein, awei eder drei Doppelpunel» beeital, daa beiaa^ äle lat im 
swMten Falle daa Syatem einer Geraden and einee Kegel- 
nehnllleef Im dritten daa Sjalem dreier Graden. 

Wenn eber die Kegelaebnitte den Neliea eich in einem 

Pancte berfibren, und in einem zweiten Pancte schneiden, so 
ist die Gerade, welche die beiden Puncte verbindet, zweimal 
genommen, ein Kegelschnitt des Netzes. In diesem Falle würde 
CS also keine Fundamen talcarve dritter Ordnung geben. 

7. Allen in Allem etfUienaen wir niee. daaa die Anhabet 
. »Aflyeta ein iKUft Af«lMsMm, mmm Mit efae fimiammuüi' 



*) Die zweite Bedingung ut eine Folgerung ans der enteo, wenn man 
dD9 Netz sich durch die Kegelschnitte P*, R* and einen diittsa Kegelschnitt 
bestimmt denkt, der P oder R im Foncte PR berahrt. 
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arve drUur OrOmmg finden, in Bewg auf welche tUe Kegei» 
ulmtttB M» BUtare» der Amelif der Eöeme eM^, «Im, wU 
swsr eise tkatAgb AsfUtomf nlint, «obaM das Mi Mi 
Paar SHammeofallende Gerade entbfilL Gibt es drei solche 
Paars, so gibt es eine unbegrenzte Zahl von AnflOsoDgeo. Gibt 
es dagegen eio einsiges Paar oder zwei zusammenCallende Ge- 
radenpaare, so ist das Problem entweder aomSglkJi oder oabe» 
«tfnnit. 

lo den FiUen aber, in denen es uoeodlieb viele Losungen 
gibt, wM die Angabe beeltaHt, ma nua fBr eiae« Kefiri- 
achttUl dea Netoea, der nicht ans einem Paar saiaainaalUlaa- 
dar Geradea baalehl» baliabig dea Pel bealbaart. 



DL 

VHmv BcOms v«i KegclacluüMciu 

8eb«a ia Nr. IHM».*) haben wfar bemerkt, dass bei Aa- 
weodnng des allgeiaeincn Theorems in Nr. 86. znr Bestimmnng 
der Kegelschnitte einer Reibe vom Index fi, welche eine ge- 
gebene Gerade berühren , die resaltierende Zahl 2fi nicht blos 
die Wirküchen Kegelschnitte omfasst, dia dia Aafgabe Maaa, 
aeadarn aaeb SyaleaM vea aaaaaimaafidleadea Geraden. Ia der 
That achneidet ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe die gege- 
bene Gerade in swei Puncten; fallen diese zusammen, so iSst 
der Kegelschnitt die Aufgabe. Diese beiden Poncte kSnaen 
aan aber nicht blos dann siisammenrallen, weea wir eiaaa wirfc- 
lichea KegehMhaill babea» der die gegebeaa Gaiada bariAil, 
aeadera aadi waaa ia der Belhe ela Kegelschn'itt existiert, der 
aus dem Systeme zweier Poncte beeteht, da in letzterem Falle 
der Kegelschnitt als Ort betrachtet eine einfache Gerade ist, 
die aber zweimal gesihlt ist, and folglich die beiden Durch- 
schnittspuncte mit der gegebeaea Geraden ia elaea Paacft n* 

•) Man whe sach dat Giornale di MtUmaüdu di tomo 1«.' 

1863, p. 325; tono 2«., 1B64, p. 17 und ItS. 
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Man »ieht naii leicht» dasz de^UichM Amaftbni«fc«gd- 
•clinitte nicht blos in Specialflllen existieren, eondeni aoeli in 
allgenieinen, vreil, wenn eine Curve xireiter ClaMe sich in xwei 
Puocte auflSseo soll, man nur einer Bedingung genOge tu 
Mstw biMckt EiiM Reihe tod Kegelachnitten eBthilt daher 
In Allg«nMiDeii «Im bMifanato Ansaht von SystMien svreitr 
snMunnenfnHnndnr Gerwlan. 

E« sei nun p die Zahl solcher Systeme, oder n-enigsteos 
die Zahl der Lösungen, die durch diese Systeme für die Auf* 
t(ßk; nioe Gerade ra bwihr««, «tch ergeben, wl din Zahl v 
der wirkKehen Kegelachnittn» welche die Aurgabe lOeen, gleidi 
v = 2f»— I». Die Zahl^ hingt von der Natur der vier gemein- 
schaftlichen Bedingungen ab, denen die Kegelschnitte der 
Reihe unterworfen sind, and kann fiir verschiedene Reihen 
aaeh vereeUedene Werte haben, eelhet wenn sie dieeelhen In- 
diene haben. (Z. B. blldea aowel die dneni Dreieek elngescbrie- 
bnnen und eine vierte Gerade i»er11hrenden Kegebehnitte, nie 
die einem Vierselt eingeschriebenen eine Reihe vom Index 2, 
aber im ersten Falle istjy = 0, im zweiten p = 3). Die Zahlen 
und p, von denen v Function ist, sind von einander unab« 
hingig und beide anr genanen BrMimng der Reibe netnrendig^ 
die man daher nicht mit dem einfadhen Index f» beseidknen 
darf, sondern mit den beiden Zahlen (i, p, sobald man bei der 
Bestimmung der Kegelschnitte, f^ elche einer ffinften gegebenen 
Bedingung genügen, diejenigen Lösungen aosschiieaxen will, die 
den Syalenien nireier aonninaMnlhllender Gemdan entsprechen. 

Reciprok: Eine Reihe Kegelschnitte entbilf Im- AllgeaMl- 
nen eine bestimmte Zahl von Paaren nicht susaromenlatlender 
Geraden. Ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe wird von zwei 
Geraden berührt, die von einem gegebenen Puncte ausgehen. 
FaOen dieee beiden Geraden annnnwinn, ne nabliesat man, dass 
der KegeUcbnitt dnrcb den gegelMMen PnncI gebt Aber dieeee 
Zusammen failen hat auch Statt, welches auch der gegebene 
Punct sei, wenn der Kegelschnitt ein Paar in einem Puncto 
sich kreuzender Geraden ist. Ist daher v die Zahl der Kegel- 
aebnitte der Reibe, «reiche eine gegebene Gerade berühren, 
and f die Znbl der Ke^elecbniMe» die einen Doppelpnnd beben, 
(Znblen, miUelel deren wt» die Reibe deinleren kann), ne iet 
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die Zahl n der wirklichen Kegelschnitte der Reik«, dl« dofdi 
«iMB gegebflo Pnoct geken, gletcb iissSv-f-f. 

Von den Zahlen fi» v« p, q kuoneo, da sie anter sieb 
darch svrei lineare Gleichungen verbunden sind, zwei beliebige 
als unabhinge CkiWakterisMen dienen, uro die Reihe su be> 
seichnen. Es ist natfirlicb, swei Charakteristiken an wihlen« 
die eieh correlathr eatepreche«, wie f» «od «r. 8q bet Ckm»i0s*) 
gethan, der suerst gezeigt hat, dasz aar Deftnitioo einer Reihe 
nicht ein einziger Index genOgt, sondern zvrei unabhängige 
Vari^le nutig sind, fiaa geben die obigen Gleichungen 

«nd leeMD ee erkeimeo» wieviel Paeelpeare «od wIevUd Gern* 

denpaare, das hei^zl, wieviel Kegelschnitte mit Doppeltangenten 
und wieviel Kegelschnitte mit einem Doppelpunct in einer Reibe 
existieren, deren Cliarakteristiken ja «nd v eind« 

Getiiis de» b Nr. IHM», «eben b ewleee e e a Seixe bei neii 
fSr eine« Kegelecbnitf» 

der deieb 4 Puete gebt fis ], «»8; 

M tf 3 M >• «ad 1 Gerade beridbfft |ias 1» ysd; 
M it8tt mm8 t» M |*~4, ysdf 
» •» $» m ^ a» w |i™4»*^»8; 

4«4 m n |»Ä8,»aBl. 

m 

Sind die Her BedhigeBgeB vee «Bderer Netor, ae AeeeB dl« 
xnbIrelebeB ««d ««ai grOsxten Teile neuen Theoreme die Chat- 
l## nenerlich ausgesprochen bat, and die eine ausgebreitete 
«nd sehr wichtige Theorie der Kegelschnitte bilden, zu der 
Beetimmnng der Charakteristiken**). Wir werden hier einige 
B«iapi«l« gebe«: 

Lehrsatz I. Der Ort der Pole einer Geraden in Bemg 
oMf die KegeUekniUe der Reihe (f*, v) iet eine Cttrve der 
y-lm Orämtmg» 



•) OOBflM WB^M, IS. IfnlMT IM«. 

Coaptet naOm, Ik Ifrriw, 7. man, IT. jrin, 4. eilt. jaiBal, l«r 
et tS. so&t. 1864. 
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DeoD our diejenigen Pole liegen auf der GeradM« treldto 

Kegelschnitten entsprechen, die dieselbe Gerade berfibren; diese 
trifft also den Ort in so viel Pancten, als es KegeUchDitte 
gibt, die sie berühren. 

Lehrsatz II. (Correlat su I.) Die Polaren eine» gege- 
benen Punctes in Betug amf die KegelechniUe der Reihe 
ifi, v) umhüUen eine Curve der ft-ten Ciaeee, 

Lehrsatz III, Der Drt eines Punctes, denen Polare 
in Bevug auf einen KegelechniU der Reihe (f*, v) mU der 
geraden Polare deeeeibm Pimetm Ii Muf mf alm Oerwß 
K «-ftr Or^mM wnmmmmfUU, m§ dim&m r-fiiekm Anwf 
o mit » in eine Gerade R %utammenfailenden Tangenten 
katf ist eine Curve der ffi(m— 1) + v]-fen Ordnung mit 
fi(r— I) dweh o gehenden Zweigen, von welchen fi(»^}) 
die Oerade R berühren. Letztere hat in o mit dem Orte 
fi.r ff e mt imeekafH l eäe Bme§e. 

Es Mi L eine beliebige Traosversale und a ein beliebiger 
Piiaet voD L. Die gerade PoUre von a In Besag auf £ hat 
dam Ihre Pole in Hm« Mtf 4i« Kagabchiittte d» Rath« M«fc 
Lehrsatz \. auf einer Curve v-tar Ordnung liegen, die £ in v 
Puncten ff' schneidet. Nimmt man umgekehrt beliebig auf L 
den Punct a", so bilden nach Lehrsatz 11. die geraden Polaren 
von af in Besag auf die Kegelschnitte der Reihe eine Curve 
dar |i-ten Gtaaae dia |t(M— 1) gaoMlaacfeafllielie Taagentan wM 
dar Cvrva («!—• l)-ter Claaae hat, dar Einli<0ianden der geradaa 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf X. (Nr. 81a.). Diese 
Tangenten bestimmen auf L ebenso viele Puncto a, and da o 
ein Ponct des Ortes ist, sobald er mit eioem der entsprechen- 
den Puncto af BosanmeanUlt, ao aaUiilt L fi(lll — l)-k-v Pooela 
das geaaehtan Ortas. 

Geht L dmth o, ao vmhflilan nach Nr. 81^. dia garadan 
Palsran Ihiar Pnneto In Barag anf E afaM Carta dar (m— r)- 
tan Claas«. Der Punct 0 ist also der Ort flir f((r— I) Durch* 
schnitt^puncte, das heiszt, durch o gehen f((r — 1) Zweige dea 
Ortes. Die Taageoteo an diese fi(r — I) Zweite sind offenbar 
die harmonischen Azen des Büschels der v Tangenten von K in 
Baang anf dia |i Gandan, waldM in • dia ^ KegtlMbnilln dar 
Baifca laHAran, dia dateli diaaan Pnaal gahao. Datana falgt 
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oach Nr. 19., da», wenn eine tierade R » Zweige Ton JT b«* 
rObrt, tie aoeb «i(#*-J) Zwdge dM Orte» btfObrt 

Ninnt mui «m ra StoHe dar beKebigeB TmmiMle L die 

Gerade B an, die « Zweige von K l>erahrt, so wtffdMi die gtn- 
deo Polaren in Bezug auf K der Puocte von L von einer Curve 
der [m—(r -I- l)]-ten Claase umhüllt, da« heiazU o stellt in die- 
sem Falle |ft.r Dorcbacbnittspuncte tob L und dem Orte vor. 
Dieser OH bat daher si[,ft(fli-. l).f v]->|i[r(^— Durcb- 
schaUtspeiide mit der Curve JT aesier Diese Zebl baae 
auch 80 aasgedrQckt werden: ^n-|>«RI, weSB OUT S die Oaaae 
von JT. ist. Darana folgert man: 

Lebreats IV. im eflMr JMIe Uh ^) 0^ 9» im-l-eM 
KeggUehrdiie, die eine §eg9UmB Cm90 w^4tt ür§mui§ tmä 
M'itr OoBee öerUkrem, 

Lehrsatz V. Der Ort der Dttreheeknitiepimete 4er 

gemelneckaßlichen Tctngenien einer Curve K der n-ten 
CUu$e und der KegeUckmUt» einer Reihe ijk, v) ist von 
der Ordnung (2n — l)v. 

Eine beliebige Tangente von K berührt nSrolich v KegeU 
schnitte der Reihe, und wird von andern (2fi — ])v diesen Ke- 
gelschnitten und K gemeinachaAlichen Tangenten in (2« — l)v 
Paacten gescbnitten, die deoi Orte angeh^irea. 

Lehrsatz VI. (Correlat zu V.) Die gemeinechaßUehen 
Sehnen einer Curve m-ier Ordnung uitd der Kegeieckidtte 
sAier JMM (m «0 werdsm «•» «Amt Cbree Ar (2ai— 
IM Cfaff g wnhüUt. 

Lebrsats VU. Der Ort der RdrtUnmgBptmete der 
Tngdmtem, die warn etrnm gegebenen Amt if o mm die Ke' 

geteekmMe eHmer Heike (ji, «) geamgem elmd, ist eine (kree 
ddr ifk-^vy-tem Meumg» die (i-flMi Se/rtk e gekL 

Diassr Lebrsals Ist ae «ualttelbar blar, daoa er kabea Ba- 
weisee bedarf. Seia Cenelat lat: 

Lebraats VIII. JM» Ikmgealem der MdgeteekedUeelmtr 
Belke Im dem huMm, weMeeeeom elmer gegebenem 
Bermdem geee km Ute m werdem, werden eem elmer Cdree 
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\ v)-ter dtuae mmkUU, ätg §e§ek0me eermäe in v 

hmcten bertiäri. 

Diese Curve hat fi(ft-f v) gerocinscbaftlicbe Twgvnlra mU 
•io«r Carve dw «-teo CImm, foJgliek Mtotoiit: 

Lehrsati IX. M0 BerMkrumg^imete der KefettekniUe 

einer Heike (^<, v) mit den ffemeHudl^ßUchen Tangenten, 
die sie mit einer Curve n-ter Oeute kabtn, U^em auf 
einer Curve der n(fi \ v)'tcn Ordnung. 

Und bicnroo das Correbt: 

Lebrsats X. Die nm^emte» m äle KefeieekitUie ei- 
ner Reihe (n, v) im den Functen, w0 diese ton einer Curee 
m-ter Ordnung geachniuem werde», nrnkaUen eine Ceree 

der »!</*+ v)-/tfn Claate, 

Lehrsatz XI. Die Zahl der KegetMchniUe einer Reiht 
(fi, v), die einen gegebenen Abtcknitt ab harmotäMCh teilen, 
ist fi, und die Zahl der Kegelschnitte derselben Reihe, 
fltr weMe meei gegebene Oer ade A, B confugiert sind, 
iet V. 

Denn die Polaren von a werden nach Lehrsats Ii. von 
einer Carve ^ter Classe amhailt, die ^ io b sich schneidende 
TaaRmlen htl^ nnd die Pole waa A nach LnhvMte L anT 
•intr Cnrv« iNtor Ordnang, dl« ir Pnneln anf M bat 

Ebenso ttnst sieb nebr leiebt beweisen: 

Lehrsats XII. Zieht man von Jedem Puncte a einer 
Oeraden L Oerade nach den Polen einer Oeraden D in 
Bemig auf die Kegeteeknitie einer Meike (ji, v), die durch a 
gehen, so werden diese Oeraden een einer Onree (fk-^^y 
ier iUaeae mMUU, weiche Vv-mai L berBkn. 

Dafaan folgt: 

Wenn man von einem gegebenen Puncte Gerade nach 
den FMen einer fMen Bernden in Beaug auf die Eegei- 
oebniiie einer Reihe (ii,¥)al§ki^4n Mggem die Bmrekeeknitte' 
puncte dieser Oeraden mit den Beg^eMtten amf ekser 
Curee (/cf 2y>l0r Ordnung, 
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Lebraats XIII. Legt man durch die Pole p einer Oe» 
raden D in Bemtff auf die Kegelschnitte einer Reihe (fi, v) 
eonjugierte Geradenpaare pa, pa' in der Art, dan pa durch 
einen feeten Funet o geht, so umküUt die Gerade pa' eine 
Claroo 40r 0» -I- vytan Claooo, ßr wHeke D olme tf-fotke 
TamgenU iet, 

D b«rChrt u Kagetaebsltt« der BcNm, bImiiiI mm wem einm 
B«rabr«iif»pmet als Ponet p wo, omi siebt die GnMie JN^ 
ist diM« B« D oonjegiert^ und D «idlt daher TangenteD ?er. 

Ba aei aa« i ela beüebifier Paaet, aad aa« aialie darch 

ihn eine beliebige Gerade ia^, die D in ag schneidet. Dann ent* 
hXit fo| nach Lehrsatz I. v Pule von Dt und verbindet mao dieee 
mit 0, so schneiden die zu den Verbindangsgeraden conjugierten 
Geraden D in v Puncten A'; das beiszt, dem Puncte eut- 
aprecben v Paaete af. Mlaiait BMa nnigekebrt den Paaet C be- 
liebig mnt D om, 90 aaiballea aeiaa Pelatea eino Canre der 
ft-ten Classe (nach Lehraala II.), and es gehen also n Polarea 
durch 0. Die Geraden, die man durch die Pole von D in Bezug 
anf die fi entsprechenden Kegelachnitte nach i zieht, schneiden 
D in Puncten Og. Es gibt aleo i^-^v Gerade iüi deren jede 
mit efaMr der eatapredkeadea ü' aaaaaiaiealUI^ feiglieb a. a. w. 

Lehraatz XiV. Ziehi man dttrek Jeden Funct a einer 
Odrmtem D tfiradif «aeb 4m JMSm «Amt emäem Nemden 
Ht «a taaf Mf m Kogoioelmtttd Hnm Metke (fi, v), Mo 
durch a gehen, so liegen die Puncto, in woleken dieoo 

Geraden die Kegelschnitte schneiden, auf einer Curve 
\ lv)-ter Ordnung, für welche der Punet DD" ein ^-fo- 
eher ist* 



Der Punct Diy ist fcfacb, weil durch ihn ft Kegelachnitte 
der Reihe gehen, und er, wenn mau ihn mit den entsprechen- 
den Polen von D' verbindet, f* Gerade liefert, welche dieselben 
Kegeiadtoitte la deai ebigea Panele adiaaidaa. Auaxerdem 
aebaeidet ^ o Kageleebailte, derea Pete aaf P liegea. ia Sa 
Paaeteut aad felgUdi a. a. w. 

Lebraata XV. ZMU aum 4larieA einem htmoi 9 Itan» 
iomiem am Ho Xe§oloekmlue otmer Mie (ff, o), so wertem 
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den Polen einer gegebenen Geraden D ge%Ofmk Hikt, 90» 
einer Om der (^-^vj-te» Omeee mmUML 

Dvcb • geben f» KegalMtoilto der Reib«» md elao auch 

ebeoMviele Gerade, die nmeh den entsprechenden Polen von 
D gezogen sind. Auszerdem gehen durch o f*-(-y Tangenten 
der von den Tangenten der Kegelachnitte in den Puncten, wo 
sie von D geachnitten werden, amhüllten Curve (Lehrsatz VI IL). . 
Folglich n. ■. w. Bs folgt noch? 

Lehrsatz XVI. Zieht man von einem festen Puncte 
Gerade nach den Polen einer gegebenen Geraden D in 
Beng avf He Kefeieekmttte eimer Reike v), eo umAMh 
iem äte TeH^eiUem A» te AnMMa, W9 tUeee eermäem die 
Kegetschniite echnefOem, eine Curve (2f»-|-y)-«0r CUeee, 
fUr welche D eine iß-fluhe Tangente leL 

Lobrnatz XVII. ZIehi man durch den M p einer 
Oeraden D in Betvg auf Jeden Kegelschnitt einer Reihe 
(fi, v) %ttei Gerade pa, pa', deren erste durch einen fetten 
Punct o geht, und die einen gegebenen Abechniii ef der Oe- 
rmieH D In «inem gege§eitem DoK^leerhäUtHkm eehneUen, 
eo umIriUU He Merode pef eine Curve der Sv-im Citeee, 
ßr welche oe, ofund D v^fecke Tengenlem einä, 

Di« oinzigen Tangenten dvreb 0 ebid Dlmlicfa m and ef 
nnd jede dernelhen reprieentieit vHnal die Gerade pef in Folge 

der ¥ Pole, die sie enthält. Auch D repräsentiert v Gerade pef, 
wegen der v Kogelecbnitte» die nie herdbrt 

Lebreata XVm. Hehi man für Jeden Kegeleehdtt 

einer Reihe (fi, v) durch den Pol p einer gegebenen Oerw 
den D %teei cOfOuffierie Oerade pa, pa', die einen gegebenen 
Abschnitt ef von JJ in einem gegebenen anharmonischen 
Verhältnis» echneUem, eo umhülli Jede dieeer Hermden 
eine Corvo (p-^-vyier Cloeoe, iMldke D eine vflieke 
Toogeole tat, 

D ist eine v-fache Tangente in Folge der v Kegelachnitte, 
die sie berührt. Auszerdein geben dnreb jeden Punct a von 
D p Gerado jhi, weil a aaf D einen andern Panel a' nttlelBt 
der Bedingnng beetiHMit» daea daa Doppel verbiNniaa {eßef) 
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gelben 8«i, ond fol^icb f» Kegebcbnitte ezisHeraii, die «adb 
Lebrsatz XL aa'* harmonweb teÜM; foJglich a. «. ir. 



Lebraätt XIX. Zieht mam ämrek dem M p Mner gt- 

gegebenen Geraden D in Bewag auf Jeden Kegelgekmtti der 
Reihe (ft, v) wei eor^jugierte Gerade pa, pa', die einen Ab- 
eeknUt ef von D in einem gegebenen Doppeiverkältnin 
eektieUe», so eeämeUen die Oendem pa m$id pt^ die Ed- 
gelseknttte in Punetem, die eMfemH Ckreem der (2fi-|-3v)- 
ten Ordnung üegen. 

Wir mOflcen nachwefMB, dam anf einer beliebigen Geraden 

L von den DurchschnitUpnncten der Kl^Uchnittc mit den 
Geraden pa 2;» -f- 3v liegeo. Man nehme auf D einen belieb!« 
geo Punct a und bestimme dann a' der Art, dasz das Doppel- 
TerUtlnies {ef&a') den gegebenen Wert babe. Durcb a' ziobe 
man die Tangenten en die Kegelaebnitte, dann entbilt X nadi 
Lebfeata Vll. ^ v Berubrungspuncte- nnd die Geraden, «Ue 
TOB diesen Puncten nach den Polen der ft -f v entaprecbenden 
Kegel/ichnitte gezogen «ind, treffen D in f» + v Puncten a^. 
Nimmt man nnigeltebrt auf D beliebig den Ponct a„ so gehen 
dnreb ihn fi-f Gerade, deren jede den Pel der Geraden 
D in Bezeg avf einen Kegelsehnill der Reibe mit einem Pnnele 
a, der diesem und der Geraden L gemeinscbaftlicb ist, verbin- 
det (Lehrsatz XII.). Die ^i + 2v Tangenten der Kegelschnitte 
in den Puncten a treffen D in ft-|-2v Puncten a.', denen cben- 
eefiele Pmete d enl^recben, bestimmt durch das gegebene 
Defipelverfciltnisx. En wird also (fi-|-v)-f (|t 4-2v) Pancte « 
gebm, die mit einem der entepieehenden Pnnele «g aaaammen- 
fidlen, eder n. e. w. 

Leliraata XX. Dtr iM ^mee ediekmk fmeiee x, daem 
dta nmgemte, dteimikmdm einem Kegeleekettt dtr MIe 

' (fi, v), der durch x geht, gelegt Ut, und die gerade Polare 
von X in Be%ug auf eine Curve K der m-ten Ordnung, 
welche einen r-fachen Punct o mit * in die Gerade J{ zu- 
eemmenfallenden Tangenten hat, eich auf einer festen 
Geradem D eekmeidem, iet ehte Cum der (m^ -f v)-itm 
Ordmung mit ftir—l) Steigen, die dureh 9 gehen und wdt 
n{s—\) mit R tuaammenfalienden Tangenten, 
Gerade hat in o mit dem Orte f».r Pumete gemein. 
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Wir «aasMi waHmamA&m, wi«vM* Ptoele 4m OrtM Mf 

dMT Gendtn L liegen. Nimmt roao beliebig *in D den Piracl 
a an, so gehen durch ihn nach Lehrsatz VII. ^ -|- v Tangenten 
▼on Kegelachnitten der Reibe, deren Berührungspuncte auf L 
liegen. Die geraden Polaren dieaer Puncte in Bezug aaf £ 
ttAm D In fi-l-v Pooctea Daig«fc«htt g»b«i ibi^ «Imb 
Pmet fl* VM 9 dl« geraden Polaree Ib Besag aef JT ven 1 
Puncteil'VOO Lt den Durcbachnittapuncten von L mit der eraten 
Polare von «*. Uorch diese Puncte geben fi(m— I) Kegel- 
schnitte der Reihe, deren Tangenten aaf D el>ensoviele Puncte 
a beatimmen. L xählt daher ffir fi -|- y -|- fi(M — = 
Pnete de« Ortte. 

Die Ordnung dea Ortes läset eich auch aumittelbar beatim» 
nee» weoe men belebtet, dies er ft-aiel doidi jeden Paed 
«ebl, ie denen ß die Cvrve JT edbneidet «nd enaMrdcni deich 
die Pencte. in denen D Kegebeheitte der Reihe berOlirt 

Gebt X dereh den iMaeben Peeet se hat die erete Pe- 
lere voe o' in e einen (r— l)*GMhen Panct, sehneidet also f, nor 

neeh in andern m — r Puncten. Dadurch kommt alao, dasz L 
auszer O nicht mehr als ft -|- v fi(m — r) Puncte des Ortes ent« 
bilt, das heiszt, ft(r — I) Zweige des Ortes geben durch O. 

Die Tangenten der fi{r — I) Zweige des Ortes in o sind 
offenbar die Tangenten an die ersten Polaren der f» Puncte, in 
denen D von den Tangenten an die ft KegeUcbnitte der Reih^ 
die dnrch • gehen, geeebnltten wird. Uarane felg^ daes, wenn 
JT in # Zweige hat, die eine and dieeelbe Gerade heHIhren^ 
diese #—1 Zweige jeder ereten Pelare herihren araei, aleo 
1) Zweige dea Ortes. 

Ist L in O die gemeinBchaftliche Tangente der # Zweige 
von JT, so berührt sie # — I Zweige der ersten Polare von a', 
dieX in noch weiteren m—r — 1 Poncten achneidet. L enthält 
alee nach |»-|-y-|-ft(m— r— I) Pnncte dee Ortee, dee beieil^ # 
reprieentiert in dieeem Falle |».r Dnrchechnittepnnele ven X 
mit deweelhen Orte. 

Aas dleeen Satie haeo naa angenUlchlleh den Lehieata IV. 
ereehlieeacn. 

U. a. w^ n. a. w. 



In den meisten Theoremen, die Chatiet gegeben bat, be- 
merkt man folgende stets wiederkehrende Eigenschaft, dass die 
Zay 4m KcgSteebeitte du« lUihe (m, >), welch« «Imt fHoflM 
gegebenee Bedingung genflge«, darah eio Btoeitt ve« der Forai 
aft-^ßv ausgedrQckt ist, worin a, ß von dsn Charakterlctikea 
ft, V anabhSngige Zahlen sind, deren eine auch Null sein kann. 
Die Zahl «M-f/siv hat CAasitM den Moäuius der vorliegenden 
Bedingung genanet. 

Der Lehrsati IV. xeigt, dasz. wenn die ßlnfte Bedingung 
denn besteht, dass eine Corve ^-ter Ordnung und a-ter Classe 
berShrt werden cell, der Medaloe geaao gleleb ap» -f (9«r ict 

Folgendes ist die Methode, die Ckasies angibt, um die 
CkaraklerMIkeB der IM« «o b«i«chB««. di« doreb die Kegel- 
«cbBlIt« gebildet wird, weleb« vier gegeb«B«ii B«di«g«i^e« ge- 

nü£;en sollen. Diese Bedingnngen mSgen dnrcb die Symbol« 
Bi, B^, S], bezeichnet werden, und ihre Moduln seien 
+ 0^^* + ^«»'» + Die Zahl der Ke- 

gelschnitte, die durch vier Pancte gehen und der Bedingung 
Bg geotfgen, tot «b-l-^» ^ relgendermeecii be a e l eb««« 
wellen: 

^4!KJ^)se|+^% 

Vm eb««e« «MmdrOck««, d««s dl« Z«U der K«||«l«ebBltl^ 
dl« dHch drei Fnct« f«bea, ela« G«rad« b«rdbrwi «ad d«r 
B«dl«g««t ^ BMdgM, gl«lcb ^4fg tot cebratb«« wir; 

Dem analog hat man: 

Dae Meet, dto Ke g eb c h ri ti«, dto dareb dr«i Panete gehe« 



*) Der Herr VerfMier macht mich in der dieae Socc begidteaden Zu- 
•chrift auf die f&r di« denttche üebeneUnog buchst swcckalasig gewählte 
Beaekbumg: j» = Puet, ^ = Gerade, iB s Bedingung, Z=Z«bl aatoarii- 
aam. IXIMbon. 
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uad der Bedingnog genügen, bilden eine Reihe, deren Cba- 
rAktenatiken ^ = or, + 20i . v = 2«, ^ 4^, «ind, «ru wir aal f«!- 
gaode Weiee bezeichnen wollen : 

wd dMi «Mlof : 

U, Bt) s (Soll ^4A, 4«k -I-4A); 

Oir, 4) 5 (4a^ -l-ä^,, 2«. A). 
bt na m^H-ß^ ^ ModalM der Badiiigsiig B^, lwb«n wir: 

«(3ji, s oi(a, +2^,) -I- /S,(2«, +4/?,), 

«M dM«B folgt: 

S (o,a, + 2(«,^, + fto^ + 4^,^ 2«, a, + 4(04/3^ +fto^ + 4/3,/3y, 

S(2aja, + 4(a,^ + Aa^ + 4ft/8^ *«i«i + 4(«iiS,+A«^-|.2^.^), 

(2ir,Ä,Ä0 

Nehnen wir Jalit Meb db BcdiogMg Ubso, aa «w 
halteii wiri 

IAP.^^^ = %l«k%+a(«iA-fAa»)+4^./5,) 

+ Äi I «a^ + 4(a| A + ft «« ) + 4/J, A I . 

+ A { 4«, a, + 4 («, /S, + /5, a.) + 2 /3, ) . 
Z{20,B^ßM = ««•{4a,a» + 4(«,A + A«.) + 2AAl 

woraa« aian erb&lt: 
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Wie eiiM JMte Kcgebchiiitteo. alte viw gaacisMlMfl- 

liehen Bedingangen genflgen, sich mittebt sir«i«r aiiabhiiigiRvr 
Charakteristiken bestimmen liiszt, ao kann man ein System von 
Kegelschnitten, die nur drei geroeinschaftlichen Bedingungen 
'i* 4 genagen, mittelst dreier Zahlen «t, v definieren, 
^ertn BadMtong dareb 

gegeben «iod, «ad nu kaon also die «ymMiMlM <jleiebiiBg 
Mbtallea 

Aw d«r ob«B flir die Zdbl der KegdechsHto. «releh« ftef 

Bedingungen genOgen, gefundenen Formel, leitet »an die WeHhe 
von 1, n, V als Functionen der CoefBcienten («,,/?,), (««, /S»), 
(«t> ^» der fifedeli der drei Bedingnegeo ^* eh> nlmlldi 

V =4A-i^4]e-^2<C4X>. 
wetin der Kitse wegen ^ 

gee«lsl iet. 

let ITdM Symbol einer doppelten Bedingung und eneserdem 

vnd flihrt man in diese Reihen aneb der eben aneefaMaderge- 
setzten Methode von Chatte» nach nnd nach die Bediagnn- 
gen ^ ein, eo iodet man 

Setit man nun 
das heiest: 
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•o hat man siriachen dm GrSasen d?, y, s, « dia RaUtioat 

(1) 89— a^-f3»-2ifsO 

•od flir e dta Walto: 

Für jeden Spec'ialfall ist es nicht schwer die Zahlen s, g, 
a, « lu bestiiDmeo, dann liefern aber die (2) die GrSasen ö, 
c, mid ao gelangt naa m dar 2^1 dar Kegelacfcnitte, iratoha 
dial eiiibcfcM wd aiaer dappdla« BadfaigMig gaaVsaa^ abaliafc 

Z(3ä, »F) = oA + Äf» + •). 

Beispiel I. Die doppelte Bedingung sei die doppelte 
BerOhrung mit einer gegebenen Corve W der m-ten Ordnung und 
a-ten Claaae* die d üoppelpancte, % Spitzen, t Doppeltangen» 
tea aad » Waadapaacia hat Nach Nr. 108. tat dia Zahl m der 
Kagabchailta, die darch drei gegebene Poncte geban «ad aiaa 
doppelte BerOhraeg mit W haben, gleich der^ahl der Dappal-' 
puncte einer Cnrve {im-^nf-im Ordnung, 2m'-ter Claaae, mit 
d-|-|fli(ai-l) Doppeltangenten, folglich ist nach Nr.lOU. Gleich. (T) 

Ba lat Cwaar atidaal, daaa dia Zahl dar Kagalaahaitta dar 
IialhaAi,BO»^«M«iB«PM'P"MteMahan, glakhlat: 

Die Zahlen s/a aiod die Correlate von y und also gleich 

9ff-f l)4>M(dii-|-fli— 9), 
9k s 9f -1- 1) -l- flK4ii » - ^ 

*) M. s. d. CpMpta raadbi, 7. nofeabN ISM, p. 77€. 
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Der lUUtloii (I) w\rA »MiCgt, md «H« GleldimiM CD ffabM: 

4« = 2»(fi--l), 4c = 2m(i«— 1), 

8» SS «MM— Cm* -f-fi^) — 7(M -1- «) -I- ac'-f «). 

•der ueh iiftcb Nr. 99., Glcichang (1) md (2): 

M =8fm» - 9(m -|- ») - 3(i( •^ »)• 

Die Zahl der Kegelschnitte des Systems (i, f*, v) also, welche 
eine doppelte Berührung mit der Carve IF eingehen, ist: 

^n— ] )i -1- i[8«M— 9(m -|- n) -^(k OJi» — 1) 

Beispiel 2. Die doppelte Bedingung sei eine dreipunctige 
Berflhmng mit der Curve W. Die Zahl SP ist in diesem Falle 
Mch Nr. 103. gleich der Zahl der Spitzen einer Curve der 
(Zn-l-il^^ten Ordnung, 2»i-ter Ciasse, mit x Wendepuocten ; folg- 
Hcb Meh Nr. 100. Gleidiung (5) gleich: 

d; = Sil f ». 

In der Reibe W) können keine Kegelscbnitle eililtiereii, 
die aas zwei Puncten beetebee, folglich iet 

eleo 

IT =9(^4«), 
Oed blerven die Cerrelele 

s = 2(3a-|-0* « = 3m + *- 

Der Gleichung (1) ist geaOgt, de mma necb Nr. 100. laleiebing 

(6) identisch 

3n-|-» = 3m-|-* 
bet, und die Gleicbiiogen (2) gebee: 

Felglieb iet die Zebl der KegeUcfanltte de« Systeme (k, n» v). 
die eine dreipenetlge Berflbniog adt der C«r?e W eiiigehen, 
gleieb 
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Beispiel 3. Der doppaKM Bedingung substituieren wir 
jetzt Eivei einfache Berflhrungen mit «wei Carveo F, P von den 
Ordnanges m, m', und den Claeseu n, n'. Die Zahl x ist in 
di«Miii Falle Mch Nr. 103. gleich der Zahl der Durchschnitts- 
pooete sweiw Cmwtm (SMl-i-a)-ter and (2M'-|-fi')-ter Ordnanc 
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fm'l-f (mn' + nm');i + tnm'v. 

Mit der eben auseinandergesetzten. Methode kann man auch 
die Charakteristiken k, fi, v eines Systemes (B, W) von Kegel- 
aehnUtea, die ebrar elalhehen nad eber doppelten Bedingaag 
mtarworfen alad, beatlainieB. Daranf bann nan cfaM aene 
Doppel-Bedingung W einfahren und gelangt so lor Bestim- 
mung der Charakteristiken der Reihe (W, W) und zu der Zahl 
ZiB, W, 1F0 der Kegelschnitte die einer einfachen Bedingaag 
and anrei Doppel-Bedingungen Genfige leisten. 
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